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INTRODUCCION 

Este trabajo es una recopilacion de avances recientes en el campo de los 
endomorfismos de anillos de series formales. Su forma de presentacion 
'~. 
asume en el lector unicamente nociones basicas de algebra conmutativa 
y de la topologfa general, muchas de las cuales se recuerdan en el texto. 
Sea R un anillo conmutativo can unidad; a los endomorfismos (resp. 
automorfismos) de R[ x] que restringidos a R son la identidad, se les 
llama R-endomorfismos (resp. R-automorfismos) de R[ x] • . Estas defini­
ciones tambien se hacen para R [[ x]] y R[[ x1,... ,x ]]. Los principalesn
resultados de este trabajo son las caracterizaciones de los R-automorfismos 
EI primer capitulo se encarga de los R-automorfismos de R[ x] En el 
recopilamos diversos resultados sabre el tema, entre los cuales destacamos 
el siguiente: 
n 
iSi t t. x es un polinomio de R[x] y f es el R-endomorfis­= ~ I t 
i=O 
mo de Rl x] tal que f t(x) t , entonces: f es un R-automorfismo t 
de R[ x] si y solo si es una unidad de R y t. , para i=2, •.• ,n ,t1 I 
es nilpotente en R. Observese que la ultima condicion es equivalente a 
decir que f t ::: to + P x con P invertible en R[ x] Anotamos 
tambien que en este capitulo, los metodos de demostracion son netamente 
algebraicos. 
En el primer numeral del capitulo 2 , estudiamos una clase especial de 
homomorfismos de R[ x] en 5 [x] para R y 5 anillos conmutativos 
con identidad. En el segundo numeral de este capitulo, citamos los resul­
" 	 tados de Gilmer relativos a R-endomorfismos de R[ xJ cuando R es un 
anillo conmutativo con algun elemento regular y posiblemente sin identidad. 
Durante nuestro estudio intentamos una caracterizacion de los R-automor­
fismos de R[[ x]] cuando R es un anillo conmutativo con algun elemen­
to regular; sin embargo, dificultades de tipo topo16gico nos impidieron 
Hegar a alglin resul tado final. Advertimos que no sabemos si este problema 
esta resuelto. 
Si R es un anillo conmutativo con unidad, una caracterizaci6n de los 
R-automorfismos de R [[ x]] es la generalizacion natural del resultado 
valida para R[ x] As!, se tiene que dado un R-endomorfismo ~ de 
00 
R [[ x}} tal que TCx)::: 13 f es un R-automorfismo de 
i=O 
R [[x}] si y solo si b es una unidad de R; n6tese que esta condici6n1 
es equivalente a decir que fCx) = b0 + P x con P invertible en R[[ x]]. 
Aunque esta caracterizaci6n es una extensi6n simple del resultado semejan­
te 	de R [x] , su demostracion requiere seguir un largo camino que se 
2 
presenta en los capftulos 3, 4 Y 5 el resultado citado solo se probara en 
el capItulo 6. 
La existencia y la unicidad de endomorfismos de anillos de series formales, 
siempre dependen de las estructuras topologicas que se definan en esos 
anillos. En el capItulo 3 presentamos las nociones topologicas que se 
necesitan en este trabajo; el principal concepto topologico que se define 
es el de completacion de un aniUo topologico. Veremos, por ejemplo, 
que R[[x]] con la topologfa (x)-adica, es la completacion de R[x] con 
su correspondiente topologfa (x)-adica. 
Para llegar a la caracterizacion de los R-automorfismos de . R [[ x ] ] ,es 
00 
necesario estudiar previamente el caso particular en que fex) = ~ b xii 
i=k 
con k ~ 1. Esto se hace en el capftulo 4. 
Los capitulos 5 y 6 son la parte central del trabajo. Como el objetivo 
principal es recopilar resultados, nos dedicamos en estos capitulos a presen­
tar y explicar los artfculos [11] y [12] de O'Malley y de O'Malley & 
Wood respectivamente. En el capftulo 5 aparecen ademas resultados sabre 
Podemos identificar el articulo [11 ] con el uso de topologlas (b )-adicas
o 
y el articulo con las topologias ~-adicas; en los dos casas, 
00 
i 
= b. X es un elemento de R [[ x] ] • El artfculo [11] trabaja~ 1~ i=O 
3 
fundamentalmente con estructuras topologicas en R y el articulo [12 ] 
con estructuras topologicas definidas en subanillos de R [[ x]] • Ambos 
artfculos caracterizan los R-automorfismos de R [[ x]] , pero el articulo 
debe poner como condicion que (R,(b )) sea Hausdorff. EI articulo 
a 
logra, de manera muy elegante, suprimir esta condicion y nos da la 
caracterizacion enunciada antes. Esperamos que el orden de la exposici6n 
en estos capftulos, muestre el contraste que existe entre los dos metodos 
de trabajo y 10 bien que se complementan. 
El capItulo 7 es la generalizacion que hemos hecho nosotros de algunos, 
de los resultados del capitulo 6. Nuestro result ado principal es: 
5i ~: R[[x]] --7) 5[[x]] es un homomorfismo de anillos tal que 
es un isomorfismo de R en S , entonces r es un isomorfismo?I R 
00 
si y solo si T(x) = Zb. x i con b invertible en 5 , (0 10 que es 
. 1 11=0 
equivalente, f(x) b + Px con P invertible en 5 [[x]] ).
o 
El metodo que utilizamos es una extension del presentado en el capitulo 2 
para el caso similar en anillos de polinomios, combinado con las propieda­
des topologicas que conlleva el trabajar en anillos de series formales. 
Es voluntaria la omision de referencias a endomorfismos de anillos de 
polinomios en varias variables. EI motive es que los endomorfismos en 
estos anillos son todavia un problema abierto a las conjeturas y al estudio 
de los investigadores. Resultado.s parciales y ejemplos sobre el tema, se 
4 
pued61 consul tar en los trabajos [9], [13] Y [ 14 ] 

Todo el trabajo se caracteriza por el detallismo en las pruebas; 10 quisi­
mas asi, porque su objetivo es la recopilacion de resultados con fines 

docentes y de consulta. 

Las unicas notaciones que utilizamos en el texto y que creemos se deben 

mencionar expresamente, son estas: 

IN representa al conjunto de los enteros positivos. 

IN representa al conjunto de los enteros no negativos.

o 
5 

1. R-automorfismos de R[ xJ 
Nos proponemos presentar el resultado de Gilmer que caracteriza los 
R-automorfismos de R[ xJ • (Ver [4J pag. 331). Este resultado dice asi: 
"- n 
'. iSean t ~ t. x E: R[xJ y f el R-endomorfismo de R[x] tal 1 	 ti=o 
que ft(x) = t. Entonces: es un automorfismo de R[x] si y solo si\ 
es 	una unidad de R y t. , para 2 , es nilpotente. Ademas,t1 1 
cada R-automorfismo de R[xJ es de la forma f para algun t • t 
1.1 	 En este capItulo R es un anillo conmutativo con identidad y R[x] 
es el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en 
R. 	 Observese que la variable x es independiente, es decir, el conjunto 
n~ 1 ,x, ...,x ,... ~ es linealmente independiente sobre R Empezamos recor­
dando algunos asuntos basicos sobre el anillo de polinomios R[x): 
1.1.1 	 El grado de un polinomio no nulo f de R[xJ es el mayor entero 
n . tal que e1 coeficiente de xn es no nu1o; escribimos grad U) = n. 
Definimos ademas, grad (0) -00. 
El 	orden de un polinomio f no nulo es el menor entero no negativo n 
tal 	que el coeficiente de xn es no nulo; escribimos oU) = n. Definimos 
tambien orden para el polinomio nulo: es + 00 
1.1.2 	 Proposici6n: Propiedad universal de los anillos polinomios. 
Dados un anillo conmutativo con identidad S , un homomorfismo 
..+: R --..,,) S unitario y un elemento t E S , existe un unico homomor­
fismo tp: R [ xJ---7-)- S tal que: i) ljJCr) = ~Cr) para todo r E R Y 
ii) lf3Cx) = t . 
~ 
n 
iEn efecto, si para cada polinomio p = r. x de R[ x ] ,definimQs
I 
i=O 
it , facilmente se prueba que es el unico homomor­41Cp) = 
fismo 	 de anillos que satisface las condiciones mencionadas. 
1.1.3 	Observaciones: 
i) La proposicion anterior proporciona un metodo para construir 
homomorfismos con dominio R[ x] que sera de gran utilidad en este. 
trabajo. 
ii) A Ia imagen de 4J Ia denotamos ImCLfJ) = Im(1) [ t]. Pero 
esto no significa que ImCLp) sea un anillo de polinomios; se necesitarfa 
que t fuera una variable independiente sobre ImC?). 
En el 	caso en que S;;;; R[ x] y +:= I d ' Ia propiedad universal de losR 
anillos de polinomios garantiza la existencia y unicidad de un R-endomor­
fismo 	 de R[ x] ,que denotamos f t ' tal que f tCx) = t. Al rango de 
7 
f t 10 denotamos R[ t J • 
El lema siguiente nos da condiciones necesarias y suficientes para que f t 
sea sobreyectiva 0 inyectiva. 
1.2 Lema: 
Supongamos que t € R [ x ] r € R y u es una unidad de R. 
a) f t es sobreyectiva si y solo si f es sobreyectiva si y solo si 
"-. 
r+t 
es sobreyectiva. 
b) f t es inyectiva si y solo Sl f es inyectiva si y solo si f esNt ut 
inyectiva. 
Una prueba de este lema puede verse en [ 4 ] pag. 329. ::: 
1.3 Observaci6n: 
n 
iSea t = a. x el lema anterior dice que estudiar a es 10~ I 
i=O 
mismo que estudiar a f y entonces, sin perdida de generalidad, se t-a 
o 

puede trabajar can a :; 0 . 

o 
Sea t':; t - ao' El caso en que a es unidad de R es especialmente1 
importante porque el lema anterior dice que es 10 mismo trabajar can t' 
que can t I • Es decir, se podrfa asumir que 
8 
Los R-endomorfismos sobreyectivos de R [x J se caracterizan facilmente 
si R esun dominic entero: 
1.4 	 Teorema: 
Si R es un dominio entero y ~ es un R-endomorfismo de R[ x J , 
entonces: 
i) 	 Si es sobreyectivo, 1(x) = a + bx con a,b E R Y b inverti­~ 
ble en R. 
, ii) Si es sobreyectivo entonces es inyectivo.~ 	 f 
iii) 	 Si rex) a + bx con a,b E R Y b es invertible en R , enton­
ces f es sobreyectivo. 
El 	 corolario siguiente es una consecuencia inmediata del teorema anterior. 
1.5 	Corolario: 
Si R es un dominio entero y ~ es un R-endomorfismo de R [x] , 
entonces: ~ es un 'R-automorfismo de R [x] si Y solo si ~(x) = a + bx 
con a,b E R Y b unidad de R. 
1.6 	 Nota: 
5e pueden conseguir homomorfismos inyectivos que no son sobreyecti­
vos. 
Ejemplos: 
a) 5i R es un dominio entero y t E R[ xJ es un polinomio no cons­
tante, entonces f t es inyectivo. Por tanto si n E Z Y , n I 2 , 
9 
entonces el Z-endomorfismo ~ de If [x] tal que pCx) nx es inyec­
tivo. Sin embargo, la forma como se escogio n implica que ~ no es 
sobreyectivo. 
b) Si R es un anillo conmutativo con unidad, el R-endomorfismo 

n
de R[ xJ tal que fCx) =x , para n E ~ 1 r , es inyecti vo pero no + N ­
es sobreyectivo. 
EI teorema siguiente es una primera generalizacion de 1.4; caracteriza 
los R-endomorfismos sobreyectivos de R[ x] cuando R es un anillo 
conmutativo con unidad. 
1.7 Teorema: 
it. x unSean R un anillo conmutativo con unidad y t = 
1 
elemento de R[ x ] Entonces: f t es sobreyectivo 51 y solo si t1 es 
. una unidad de R y t. para i ~ 2 , es nilpotente.
I 
Omitimos su pruebaj puede verse en [4 ] pag. 329 
Con un poco de trabajo adicional (ver [ 4] psg. 330), se demuestra una 
segunda generalizacion del teorema 1.4 
1.8 Teorema: 
n 
iSean R un anillo conmutativo con unidad y t = t. x un~ I 
kO 
elemento de R [x ] Entonces: 
10 
1 
I 
l' 
i) Si 	 f t es sobreyectivo entonces f t es inyectivo. 
ii) f t es un automorfismo si y solo si es una unidad de R y t. , 
para 2 , es nilpotente. Cada R-automorfismo de R [x] es de la 
forma f t para aiglin t E: R [ x ] 
1.9 	Nota: 
Son varias las estructuras algebraic as en las cuales la sobreyectividad 
" 	 de los endomorfismos es condicion suficiente para la inyectividad. Estu­
diando algebras universales se puede probar un resultado del cual la parte 
i) de 1.8 es un caso particular. (Ver [13 ] pag. 4 y siguientes). 
11 
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2. Otros homomorfismos de anillos de polinomios 
En la primera parte de este capitulo aplicamos los resultados del capitulo 
anterior a1 estudio de algunos homomorfismos entre anillos de polinomios. 
_ En el segundo numeral, damos cuenta de otra aplicaci6n de esos resultados•. 
2.1 Sean R y S dos anillos conmutativos con identidad, x una varia­
ble independiente sobre cada uno de ellos y 4: R[ xJ --i- 5 [x J un 
homomorfismo de anillos tal que ?IRes un isomorfismo de R sobre S. 
Sea C R ---:;» S el homomorfismo definido asi: C(r) = f(r) para cada 
r € R. Como C es un isomorfismo de R sobre S, existe su funci6n 
--1inversa L : S R y tambien es un isomorfismo de anillos. 
Para el homomorfismo ~ IR : R --- S[ x] y el elemento x de 5 [x] , 
la proposicion 1.1.2 afirma que existe un unico homomorfismo de anillos 
l}J : R[x] -~) S[x] tal que: 
UNIVERSTDAD NACIONAE 
i) l{J(r) = ~(r) para cada r E R Y 
ii) Lp(x) = x 
n n n 
iAdemas, si ~ a., x E: R [x] , lfJ ( a., x , ) = ~ ~(ai)xi 

i=O i=O i=O 

n 

C(a.)x'
= ~ , 
i=O 
Consideremos ahora el homomorfismo (f': 5 --~> R[xJ definido asi: 
(f'(b) = C-\b) para cada b E 5 . 
Para <1 y el elemento x de R[ x] nuevamente la proposicion 1.1.2I 
garantiza la existencia de un unico homomorfismo 1 : S[x] --7' R[x] tal 
que: 
i) feb) cr' (b) para cada b E 5 Y 
ii) y(x) = x 
Ademas, si 
n 
ib. x E S[xJ1 
Claramente, J '" lfJ = IdR[ x] Y 4J ~ J IdS[x]' Concluimos que existe 

un unico isomorfismo LfJ de R [ x] sobre 5 [ x J tal que: 

i) LfJ(r) = fer) para todo r E R Y 

ii) YJ(x) = x • 

Con base en 10 anterior, probamos e1 siguiente resu1tado: 

13 
2.1.1 Teorema: 
Sean R,S y + como en e1 numeral 2.1 . Existe un unico 
S-endomorfismo +' de S [ x ] tal que el diagrama 
R[x] ) S[xJ 
~l ~ 
S[x] 
conmuta. Ademas, + es sobreyectivo (inyecLivo) si y solo si +" es 
sobreyedivo (inyectivo). 
\ 
\ 
Sea +';;: f () 41-1 si b E: 5 
~'(b) = ~(lf\b» 	 ;;: ~(C-1(b» ;;: C(C-\b» b Luego es un~' 
S-endomorfismo de 	 S[ x] ; su unicidad se debe a la de 4J. 
Las liltimas afirmaciones del teoremason evidentes. __ _ 
Los resultados del capitulo anterior y el teorema 2.1.1 , permi ten caracte­
rizar la inyectividad y la sobreyectividad de los homomorfismos 1 de 
R[ x] en S[xJ tales que fiR es un isomorfismo de R sobre S. 
2.1.2 Teorema: 
Sean 	 R y 5 anillos conmutativos can identidad, 
nt ;;: t + t1 x + 	 + t x E: S[x] y ~ : R[xJ ---7 S[xJ un homo­0 n 
morfismo de anillos tal que f(x) :; t y ~ I R es un isomorfismo de 
R sobre S. Entonces: 
14 
j) f es sobreyectivo si y solo si es una unidad de 5 y t. , para
I 
2 , es nilpotente. 
ii) Si ? es sobreyectivo entonces ~ es inyectivo. 
A partir de los teoremas 1.7 ,1.8 Y 2.1.1 el resultado es inmediato•... 
-'. 
2.2 Cuando R es un anillo conmutativo sin unidad pero con un e!e,.. 
mento regular Ces decir que no es divisor de cero), los resultados 
del capitulo 1 permiten conseguir importantes resultados acerca de los 
endomorfismos de R[x] 
(5e pueden consul tar en [4] pag. 332 y siguientes). 
La existencia de un elemento regular en R es necesaria; e1 propio 
Gilmer se encarga de' probar esto al final de su articulo. (Ver [4] 
pag. 335). 
15 

3. NOCIONES TOPOLOGICAS 

Sea R un anillo conmutativo can identidad. Suponiendo que en R [[ x JJ 
los R-automorfismos f son de la forma f t can +(x) = t y se pueden 
caracterizar de alguna manera, es natural esperar (analogia can 10 que 
pasa en R [x] ) que esa caracterizaci6n le exija al coeficiente de x en 
~(x) que sea una unidad de R. 
En particular, si suponemos que existe un R-endomorfismo 4J de R[[ x]] 
tal que 4J(x) = b + x para algun b € R , esperamos que ljJ sea un 
automorfismo de R [[ x]] . 
Sea f 
€ R[[x]] . 
Como estamos suponiendo que ljJ actua como la funci6n enf(b+x) 
R[x] , entonces 
00 
iljJ(f) = 4J a.x 1= a.(b + x)i I I.) ~(~ i=O 
2 
+ x(a + Zazb + 3a b + )1 3
2 2+ x (a2 + 3a b + 6a b + ... )3 4
+ 
00 
iDenotemas 4J( f) :::: r.x el calculo anterior muestra que los coefi-
I 
cientes r de 4J(f) son "series formales en bIt y para que sean elemen­i 
tos de R se ve necesaria la introduccion de alguna topologfa en 
n 
R a en c.b i / n E IN ,c. E R r •=~ 	~ aI 	 I 
i::::O 
Estudiamos enseguida algunas nociones basadas en la topologfa que son 
necesarias para el trabajo posterior con R-endomorfismos en anillos de 
-~, 	 series formales. 
Despues de este numeral, veremos 10 apropiadas y utiles que son las 
estructuras topologicas en R, R [[ x JJ y R [[ x1,•••,xnJJ que se escogen 
en cada caso. En particular, refiriendonos a la funcion lfJ supuesta al 
principia, el teorema 5.10 y el lema 6.1.3 estableceran condiciones para 
b que son suficientes para que una tal funci6n 4J exista y sea un 
R-automorfismo de R [[ x J] . 
3.1 	 Un grupo G abeliano (escrito aditivamente) en el cual esta dada una 
topologfa, se dice que es un grupo topologico (con respecto a la topo­
logla dada), si las aplicaciones 
9 	 GxG--+G y 
(x,y) 1----77 x+y x f----+-x 
son 	continuas. 
17 
i 
Un anillo R dotado de una topologia se dice que es un anillo topologico 
si las aplicaciones 
9 : R x R R y h RxR---~>R 
(x,y) t---~) X - Y (x,y) 1------1) xy 
son continuas. 
En ambos casas decimos que la estructura algebraica y la topologica 
son compatibles. 
3.2 	 Sea G un grupo topologico. Si 
B = ~ U + a / a 8 G Y U es un entorno de cera en G t 
entonces B U iT~ es una base para la topologfa mas pequena que con­
tiene a B. (Ver [2] pag. 67). Claramente esta topologia queda deter­
minada univocamente par los entornos de cera en G. 
3.3 	 Nota: 
No toda grupa topo16gico es Hausdorff; un grupo G con mas de un 
elementa, datada con la topolagfa indiscreta, es un grupa topalogico que 
no es Hausdorff. El lema siguiente aclara esta cuestion. 
3.4 	 Lema: 
Sea G un grupo topoJogico y H la interseccion de todos los 
entornos de a en G. Entonces: 
18 
i) H es un subgrupo 	de G 
ii) H es la clausura de~o~ ~o ~ 
G,iii) es HausdorffH 
iv) G es Hausdorff si 	y solo si H .= ~o~ 
La prueba puede verse 	en [1 ] p~g. 113. 
3.5 	 Sean R un anillo conmutativo con identidad, "t un ideal de R y 
B=itvf+ a / a E: R ~ 
Claramente B cumple los requerimientos de su an~logo en 3.2 • La 
topologfa que tiene a B U ~ ~ como base, se denomina topologiai 
"tadica 0 unicamente 	 tvttopologfa. 
Con ella R es un anillo topol6gico. 
3.6 Nota: 
Una importante fuente de resultados y de metodos de trabajo en 
el campo de las topologlas Ntadicas, es el libro de Greco y Salmon 
referenciado con el numero [6 J en la bibliograffa. 
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Escribiremos (R,NQ, para indicar que estamos considerando a R como 
anillo topol6gico con su topologia tvCadica. 
3.7 Consideremos el anillo topol6gico (R,~ Nos proponemos encontrar 
una condici6n necesaria y suficiente para que (R,tvQ sea un espacio 
metrico. 
3.7.1 En primer lugar definimos una aplicaci6n 
v : R 7- rNoU~oo~ 
00 
de la siguiente forma: dado x E: R vex) =00 si x E: n ~ n~O (rvL = R) y vex) = sup ~ n E !N 
0 
Ixsrvf ~ en otro caso. Entonces 
tenemos que si vex) es finito, x E: rvL(x) y f tv(x)+1. Ademas,x 
00 
vex) =00 si Y solo si x E nQ ~ si y solo si x E ~ 0 t . 
La funci6n v es Hamada funci6n de orden en el anillo R. 
3.7.2 Lema: 
Sean x,y E: (R,tv0 Entonces: 
j) vex + y) > min ~ v(x),v(y) ~ 
ii) v(xy) > vex) + v(y) 
00 00 
Si vex) = v(y) 00 xE: nfJ rvC n~ rvC entoncesy Y € 
Luego vex + y) = v(xy) = 00 y asi 
se cumplen j) y ii). 

Si vex) = 00 y v(y) = y Y E rvt; luego x + 
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00 
y xy € n Mn , 10 que indica que se cumplen i) y ii). 
n=1 
nF ' 1 	 t que ( ) = .p----. = () Entonces x C" "v yma men 	e, supongamos v x n J v Y • ML 
y.E 	~ ; x + y E rvt y xy E ~ ~ = tvC+j. Luego 
vex + y) min ~ vex), v(y)? y v(xy) > vex) + v(y).... 
3.7.3 	 Ejemplo: 
i) Forma de trabajar de la funcion de orden v en (R [[ x]] ,(x)). 
00 
En primer lugar, n (x)n::: (0). 
n=1 
En efecto: 
00 
Si 9 = para cada n8IN a 
Dado 	 n SIN, g. = 0 para 0 ~ i < n . Par tanto 9 = 0 . 
I 
Concluimos que 9 = 0 si y solo si v(g) = 00 • Supongamos ahara 9 f O. 

Entonces tenemos: v(g) ::: sup ~ n E: INo / g S (xp ( 

A v(g) se Ie llama orden de 9 y se Ie nota o(g). 

ii) En 	 (R[x] ,(x»: 
00 
Tambien 	tenemos n (x)n ::: (0) • Por tanto v(g)::: 00 si y solo si 9 = O. 
n=1 
Ademas, cuando 9 to, se tiene nuevamente v(g) o(g). m 
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3.7.4 A partir de la funci6n de orden v, definimos en R la siguiente 
pseudometrica: 
d(x,y) :::: e -v(x-y) ; convenimos en que e -00 :::: a . 
La desigualdad i) del lema 3.7.2 nos permite concluir que d satisface 
la siguiente desigualdad: 
d(x,z) ~ max ~ d(x,y), d(y,z) r (1) 
En efecto: como x - Z :::: (x - y) + (y - z) ,de i) vemos que 
vex - z) min i vex - y), v(y - z) ~ j 
-vex - z)~ - min ~ vex - y), v(y - z) ~ :::: max i -vex - y), -v(y - z) ~ 
y como la exponencial con base mayor que 1 es funci6n creciente, 
concluimos que es cierta la desigualdad anotada. 
N6tese que de (1) la desigualdad triangular es ev idente. 
3.7.5 Proposici6n: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y ~ un ideal de R. 
a) (R,rve. es Hausdorff si y solo si d es metrica. 
b) En caso de que R sea Hausdorff, su rvttopologia se puede definir 
con la metrica d. 
Para la parte a). Sabemos que el que d sea metrica signifiea que si 
d(x,y) :::: a entonces x y. 
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00 
nSea x E: n M vex) = vex - 0) = 00 pero esto implica que d(x,o) = a 
n:::O' 1v 
y asi x o. 
00 
Ahara, si R es Hausdorff, = Si d(x,y) . a , 
n=O 
n ~ ~o~ 
vex - y) ;:: 00 y pOI' tanto x - y E: .~ a ~ 
Para la parte b). Veremos que si d es una metrica en R, entonces la 
topologfa indue ida pOI' d es igual a la topologfa de (R,tvt. 
Para n E: tN ,definimos
a 
nSn(o) ~ x E: R / d(x,o)< e- ~. 
La familia ~ Sn(o) ~ nE: tN es una familia de entornos de cera en R y
a 
determina univocamente la topologfa de R indue ida pard. 
Veremos que para cada n E: tN tv(: = Sn_1 Co) . (Vel' figura). En efecto: 
a 
nSea x E: ~ j entonces vex) > n - 1 , -vex) < -en - 1) y par tanto 
-vex) -Cn-1 )
e e y asi 
e-v(x) < -(n-1 ) . luegoAhara, si x E: Sn_1(o) , e , -vex) < -(n-1) y POI' 
tanto vex) > n - 1 Si x f tv(: v(x)< n - 1 . 
Luego n ...xE:tvC· 
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3.B Recordamos que un espacio topol6gico es completo si toda sucesi6n 
Cauchy de elementos del espacio converge en 131. 
Sean X Y Y dos espacios topo16gicos. Una funci6n f: X ---,) Y se 
dice que es una inmersi6n de X en Y si f es inyectiva y define un 
homeomorfismo de X sabre f(X). 
Ahara, sean (X,d) y (Y,d
'
) espacios metricos. Una funci6n f: X -----} Y 
es Hamada una isometria si d'(f(x),f(y)) == d(x,y) para todo (x,y) E: X'" Y. 
Una inmersi6n isometrica de (X,d) en (Y,d') es una inmersi6n que 
tambien es isometria. De gran importancia es el siguiente resultado: 
3.9 	 Teorema: 
Dado un espacio metrico (Y,d) , existen un espacio metrico completo 
A A (Y,d) y una inmersi6n isometrica Y -----l>,.Y tales que iCY) es un 
A 
subconjunto denso de Y Ademas, si (Y , d ) es un espacio metrico 
a a 
completo, j: Y ---""""",> Y es una inmersi6n isometrica y j(Y) es un 
a 
subconjunto denso de Y ,entonces existe un homeomorfismo isometrico 
a 
A 
h 	 Y --4 Y que hace conmutar el siguiente diagrama:
a 
hoi 	= 
Y 
a 
Una prueba de tallada de este teorema se puede ver en [8] pag. 153 y 
siguientes. 
A A 
El espacio metrico completo (Y,d) es llamado compietacion del espacio 
~Y,d). 
3.10 	 A continuacion definimos compietaciones para aniIlos topologicos 
de la forma (R,~, con R un anillo conmutativo con identidad 
00 
y tvL un ideal finitamente generado de R tal que n tvf = (0) , donde 
tvL = R. Una definicion mas general de completacion n=O de un anillo topolo­
gico se puede ver en [ 11 ] pag. 62. La definicion que presentamos 
enseguida es suficiente para explicar las completaciones de anillos topolo­
gicos que se estudian en este trabajo. 
* 	 * Sean R un anillo conmutativo con identidad y p un ideal de R 
Decimos que (R,* p) es una completacion de (R,1v12 si se cumplen las 
siguientes condiciones: 
i) R es un subanillo de R* 
iO (R*,P) es completo 
iii) La tvt;topologia de R es equivalente a la topologia inducida en R 
* por Ia }-topologia de R 
iv) Cada elemento de R* es el limite de una sucesi6n Cauchy de R. 
v) (R,* p) es Hausdorff. 
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3.11 Notas 
i) 	Las compietaciones se definen unicamente para anillos topoi6gicos 
Hausdorff, que son espacios metricos por pror:osici6n 3.7.5. 
* ii) 	La condici6n iv) es equivalente a decir que R es denso en R. 
3.12 	 Una completaci6n para el anillo topo16gico (R,tvQ, se puede construir 
asi: 
"Sea 5 el conjunto de sucesiones Cauchy de R. Entonces 5 con las 
operaciones usuales ~ xn ~ + ~ y n ~ ~ xn + y n r. y 
es un anillo conmutativo con identidad. 
\ 
Sea d el conjunto de sucesiones de 5 que convergen a cero. Entonces 
ct es un ideal de 5 . , en efecto: si 
ci, ~ r n + sn ~ es elemento de C. 
Si ~tn ~ E 5 , 	 = ; dado ErN, existe M tal~rn ~ 	 ~ tn ~ ~ r n tn ~ 
que 	 r € para n>M Si n~ M , r t € pues es~ 	 ~~ n 	 n n 
ideal; 	 luego ~ r n t n ( E d. ... 
5Id. 	 es un anillo conmutativo con identidad. La funci6n ljJ 
que a 	 cada r € R Ie asigna la clase de la sucesi6n constante ~ r ~, es 
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un homomorfismo de ani110s inyectivo. 
Para cada E: IN el ideal 4J(rvt)(S / d es la extension del ideal ~ 0 
que se nota (rvt)e. Ademas se cumple que (rvt)e ~ (tvC)j para cada 
, E: INJ 0 . (Ver [ 1 ] page 12) 
El anillo (5/ct tv[) es completacion para (R,lvQi veamos algunos resultados 
utiles en este contexto. 
3.12.1 Proposicion: 
Para cada C IN (Mi)e B,/c, , • "I... ~ I cL' con Bj = i~ r j r E: 5 / existe 
k E: IN tal que si 
En efecto: 
m 
Sea T ~ iE:rN donde para cada 
j ~1 
, 1 a j C' MiJ= ,••• ,m , c, " l. ~ a j r es la clase de la sucesion constante ~ a j ~ 
iE:1N es la c1ase de alguna sucesi6n de S. 
m 
como a. E: ~ ~ J 
B-; 
j=1 
Luego T E:: lei . 
j=1 
a. 1.. E:: ~ J IJ 
~'8j lij ~ iE:rN = ~ ~ 8 j lij r jE:(N 
j=1 
para cada j=1, ••• ,m • 
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Ahara: 
Sea T E Bi/ci; T = ~ rj ~ jEN = ~ rj ~ jEIN + ci 
Existe kEN tal que si n> k rn E ~ 
T = ~ r1,r2,.. ·,rk_1,o,a, ... ~ + i 7' .. ,a,' rk,rk+p '" ~ + c:L 
k-1 
= i o, ..• ,o,rk,rk+1,... ~ + d. pues la primera sucesi6n es de d. 
-, Supongamos que ~ es generado por e1 conjunta ~ a1,a2,· .. ,am r . 
m 
Si j > k , r. 
J 
~ L a con 1. E R ; sea ~ In n In 1. = 0 si j=1,...,k-1In 
+G.. 
3.12.2 Prapasicion: 
S e( I dtvC) es Hausdarff. 
Sea ~ r i ~ Entances para cada E IN , 
Es decir,a sea existe k. 
J 
tal que si 
Par prapasicion 3.7.5, SIc. es un espacia metrica y su tapalagfa rvL-adica 
es 1a correspondiente a esa metrica. 
* *Sean v su funci6n de orden y d su metrica. 
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3.12.3 Proposici6n: 
(Mi)eSea r E: R 	 Jrl c::- si Y solo sientonces 'I ( c:. . l I 
I,En efecto: si ~ r ~ E (~)e = Bitd.' existe k E IN tal 	que el n-esimo r 
i
esta en ~ para todo n > k. Esto indica que rENt . 	 I, 
I 
I 
3.12.4 	 Corolario: I 
La funci6n ljJ R --~> SIc. es una inmersion isometrica. 
I 
r I 	 > ~r~ 
Primero veamos que es una isometrfa. 

Sean r,s € R. Si r = s, d(r,s) 0 = d*( ~-;?- ' ~~) . 

Supongamos r f s , de manera que vCr -s) f 00 y v *( ~1- ~~ )f 00 • 
jSupongamos l({;:},~-;-~) e- ,esciecir, /(~r-s~) j. 
1~ r - s ~ € (Nf)j y ~ r - s r f etvL)j+ • 	 I 
j 1
- s r- MjSegun 3•12 3 ., r c y r - s f M + , 10 que indica que 
* - ­
vCr - s) j , de manera que d(r ,s) =d(~rt,~sr)' 
Ahara: 4J es una isometria sobreyectiva de R en ljJeR) y par tanto es 
una funcion abierta. eVer [ 8 ] pag. 140). Luego R y tp(R) son 
homeomorfos, 10 que indica que es una inmersion isometrica. ...4J 
3.12.5 	 Nota: 
EI corolario anterior muestra semejanzas entre Ia completacion de 
un espacio metrico y Ia de un anillo topologico. Ademas nos indica que 
podemos identi ficar a Y(R) con R como se hace en ei siguiente teorema. 
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3.12.6 Teorema: 
La topologia Ntadiea de R es equivalente a Ia topologia indueida 
en R por la tv[-topologfa de 
Es sufieiente probar que (~)e n R = ~ 

Como 5IC. tiene unidad, ~ C (Mi)e. Como tambien tv1! C R , se 

tiene que (tvt!)e n R =:) rvt . 

Sea ~rj ~ jEN 8R n(tvt)e ~ rj~ E (rvt)eR ; ~~~ E 
-
Como 8 R , existe r E R tal que r. = r para todo j SiN.~ rj ~ J 
~ r ~ S (tvt)e pero (tvt!)e = 8"/J C· (Ver 3.12.1). Luego existe k tal que 
si n > k, r n E ~. Por tanto r E: ~ Y tambien ~ r ~ E fvl j m 
3.13 Nota: 
Una completacion de un anillo topologico R se denota R* . o' R 
Si la topologfa de R es la Ntadica, tambien se eseribe 
(R , M) a (R* ,M)*----­
EI lema siguiente es de gran utilidad cuando se trabaja en anillos topolo­
gicos can un estilo especial de topologia adica. 
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3.14 Lema: 
Sean 5 un anillo conmutativo can identidad, b E:: 5 y (S,(b)) el 
anillo topologico 5 can la topologia (b)-adica. Si ) a \ es
'\ n ( 	 nE::rN 
una sucesi6n Cauchy de (S,(b)) , entonces existe una subsucesi6n 
n 
~ c n ( nE::rN de ~an t nEfN tal que c = r. b para cada n 	 ~ 1 i 
i=O 
nE::tN, donde r. E:: 5 para todo EN 
1 	 a 
una sucesi6n Cauchy en S. Entonces, para cada k E: IN ,Sea ~ an t nE::fN 	 a. 
1
existe un entera tal que a - a E (bk + ) para n,m
n m 
No se 	pierde generalidad si pedimas 8
0 
< 81< 
Si 	 E:: tN 
- a pues s. 1 ~ s. • Paraa s. 	 1+ 11 
denatemas par r. al elementa de 5 tal que a a - r. 1 b1+1 	 s. 1 s. 11:" 
i+1 
1+ 1 
para E: IN , sea c. a y finalmente, hagamo8 r = a I s. 	 a s 
1 a 
Tenema8 entances: 
c a a r= 	 + r 1 b + r 1 b1 s as1 a 

Z Z 

= a 	 = a + r b = ra + b + r bCz 	 8Z s1 Z 
r1 Z 
n 
bn iC = a = a + r r. b	 .o.n 8 8 n = ~ 1 n 	 n-1 kO 
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3.15 Nota: 
Sean S un anillo conmutativo con identidad y b E:: S ; supongamos 
que (S,(b» es Hausdorff. Si 
nE::1N es una sucesi6n Cauchy en 
(S,(b», el lema anterior dice que hay una subsucesi6n ) c \. 
, n ( nE::1N de 
n 
~anr nE.:1N dada por cn = ~ r i b i con r. I E.: S para cad a i. 
i=O 
Si ~ c ~ converge, ~ an ( converge al mismo limite. Como la notaci6n 
n 
00n 
i biacostumbrada para lim r. b es ~ r. , concluimos que el 1 In-4 00 1=0 
limite de cualquier sucesi6n convergente ~ an ~ de (S,(b» es una serie de 
potencias de b. 
3.16 Ejemplo: 
Presentamos en detalle un ejemplo fundamental de campletaci6m 
Dados R un anillo conmutativo con identidad y x una variable indepen­
diente sobre R, entonces 
(R[x] ,(x») = (R[[x]] ,(x»). 
N6tese que al lado izquierdo de la igualdad, (x) = x R[ xl y al lado dere­
cho, (x) = x R[[ x]] • 

0 R[x] es subanillo de R[ [ x] ] de la manera obvia. 

ii) (R[ x] ,(x») y {R[[x]J ,(x») son anillos Hausdorff. (Ver ejemplo 3.7.3) 

iii) (R[x] ,(x)) es denso en ( R[ [ xJ] ,(x)) . 

33 
E R[[x]] . 

i:::O 

Sea f 
n 
iPara cada n E IN ,definimos in)::: f. x 
I 
La sucesi6n ~ fen) ~ nE::IN . es una sucesi6n de (R[ x] ,(x») que converge 

a f. 

En efecto: 

Sea N E IN. Si n > N , 

00 
f - in) ::: f. x i E (xn+ 1) C (xn) c (xN)~ I 
i:::n+1 

in) :::
Luego lim f . 
n 
En particular, como ~ in) ~ nCIN converge en (R[[ x]] ,(x)) 
es una sucesi6n Cauchy de (R[[ x]] ,(x») y esto implica que 
es una sucesi6n' Cauchy de (R[ x] ,(x)) . 
iv) (R[[ x]] ,(x)) es completo. 
f 
Sea ~ F n r nEIN una sucesi6n Cauchy en R[[ x]]. Por lema 3.14 , existe 
o I 
I 
para cada n E IN ,tal que G 
on 
, ,00 i! jdonde H. = h .. x E R[[x]] ,1 ~ IJ j:::O ! : 
Z nG ::: H + X + X + ... + H xH1 Hzn 0 n 

00 00 
 j+1 j+Z j+n
::: h xi + h x + h x + ... + h x~ oj ~ 1j Zj ni 
j:::O j=O j=O j=O 
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o
= h00 x 
+ 
+ (h + h + ...... + h + h ) x n o,n 1,(n-1) n-1,1 n,o 
+ (h + h + ........................ + h 1) x n+1 
0,n+1 1,n n, 
+ (h + h + .................... + h 2) x n+2 
0,n+2 1,n+1 n, 

+ 

n-1 00 j
c:::::- n+jEs decir, G == T. ) xi + p x donde T. ) == I, )-1 ! : n c::::::.- ~ nj ~ h. C')' 
j==O j==O i==O 
n 
j=O,1, ••• n-1 y P
nj ==~ h. ( .") EIN 1, n+J-l 0 
i=O 
00 
Consideremos la serie formal T = c:::::- xj Y veamos que lim G = T.c:::::..- Tj n 
j=O n 
Sea NEIl\l. Si n N, 
00 00 j n+jT - G = x P. x E (xn) C CxN) n ~Tj nJ~ j=n j=O 
Como 18 sucesi6n Cauchy tiene una subsucesi6n convergente~ Fn ( nEfN 
8 T , converge 8 T . Luego (R[[xJ] ,(x») es com­~ F n ( nEfN 
pie to. 
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3.11 Nota: 
Recordemos que al principio de este numeral estuvimos suponiendo 
la existencia un R-endomorfismo susti tucion 4J de R [[ x J] tal que 
LjJ(x) = b + x con b E R y que encontramos necesaria alguna estructura 
topologica para poderlo definir. Ahora vemos que si pedimos que (R,(b)) 
sea un anillo topologico Hausdorff completo, entonces tiene su 
completacion en R y asi los coeficientes de ljJ( f) que son "series for-
males en b", resultan elementos de R bien definidos para cada 
fER[[x]] 
Estas ideas se precisan y amplfan mas adelante. (Ver teorema 5.10 y 
lema 6.1.3). 
: .,~ 
\- ; 
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4. Un R-endomorfismo particular de R [[ x] ] 
Nuestro objetivo es caracterizar los R-automorfismos ~ de R [[ x] ] para 
OJ 
el caso particular en que rCx) = ~ b. 1 x! i con El resultado 
i=k 
que obtenemos sera necesario para haeer la earaeterizaci6n general en el 
capItulo 6. 
OJ 
4.1 Recordamos que si f = ~ b. 1 ix E R [[ x]J , entonees: f es una 
i= a 
unidad de R[[ x]] si y solo si b 
a 
es una unidad de R. 
OJ 
Sea = b. x
i E: R[[ x]] , k 1 . En este easo se puede defi­[3 
 1 
nir un R-endomorfismo ~ de R [[ x ] ] tal que ~(x) = f3 y se eneuen­!> 

tra una sene ilIa earaeterizaci6n para cuando ~ es un automorfismo. 
La existencia del endomorfismo 9l' se prueba utilizando en R [[ x]] la 
topologfa (x)-adiea. 
I 
I 
4.2 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y 
00 
~ = ~ bi xi E: R[[x]] , k> 1. La aplicacion 
i=k J.~ : R[[ xJJ ---+) R[[ x]] definida por J. (~
I( T~ To 
es el unico R-endomorfismo f de R[ [x]] tal que ~(x) = ~ • 
i=O 
a. 
1 ?i 
La existencia de la aplicacion f~ se garantiza de la siguiente forma: 
00 
~a 
q=O q 
9 9 = a x 
q 
q q y ComoSean 
gq(~) es una serie formal can orden ~ q a es la serie nula. 
Consideremos la sucesion 
n€1N 
a 
dada par para 
cada n € IN 
a 
Esta sucesion es de Cauchy en el espacio (R[ [ x J} ,(x)) 
que es completo. 
Definimos 
P~(g) 
lim h = 
n 
n-oo 
lim 
n-oo 
Es natural notar 
Par supuesto f~(~) = ~ y p~(r) = r para todo r E R. La unicidad 
del lfmite de la sucesion ~ h 
n
( en el espacio Hausdorff completo 
(R[( x]J ,(x)) , nos garantiza la unicidad de t~. 
38 
En segundo lugar, probamos que p es un R-endomorfismo de R [[ x]] • ~ 
00 00 
Sean f ~ fi i ~ gi i elementos de R[[x]] • = x y 9 = x 
i=O i=O 
n n 
In)(x) ~ fi i g(n)(x) = i ; par supuesto= x y g. X I 
i=O i=O 
Ademas, 
f (f) + ?(g) = lim /n)(~) + lim g(n)(~) = linm [ /n)(R) + g(n)(~) ] 
~ ~. n n ( 
li~ (f + g)n(~) = T~(f + g) 
00 
Tambien: fg = ~ h. x j can Jj:::O 
( fg)(n)(x) 
n 
~ h. x j • ( /n)(x) ) ( g(n)(x) ) J ,
j=O 
can hj = ~ fj gl. Es decir, 
i+l=j 
o i,1 ~ n 
h. = ~ f. glJ c:::::.­ I 
i+bj 
O~ i,l.s;;:n 
2n 
= ~ h. x j J 
j=O 
Sean 
2n 
~ h. x j = 
. 1 JJ=n+ 
2n 
(fg)(n)(x) + ~ h j x j 
j:::n+1 
Como 
y 
probar ~ (fg) = ~ (f) ~ (g) basta probar que 
~ ~ ~ 
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, I 
, i 
. I 
, \ 
'i 
, . 
! 
2n 
( f(n\~») ( g(n)(~») _ Cfg)(n)(~) = ~ h j ~j 
;=n+1 
jComo o(~) ~ 1, ~j € (x ) para cada j € rN • 
Sea m € rN si n >m, ~n € (xn) C (xm) y par tanto 
2n 
m~ ~j € (x )hj 
j=n+1 
Luego li~ [( f(n)(~»)( g(n)(~») - Cfg/n)(~) ] = 0 
4.3 Teorema: 
00 
~iSea ~ =  x € R[[x]], k 1. Entonces:b i 

i=k 

f~ e's sobreyectivo si y solo si k = 1 Y b 1 es unidad de R. 
Supongamos que ~ es sobreyectivo. 
~ 
00 n 
Sea f = ~ r. x i tal que x. Entonces lim r. ~i = x . 1 1n 
i=O i=O 
n jDado j > 1 ,existe N tal que ~ r i ~i - x E (x ) para n ~ N . 
i=O 
n 00 n 
i 
€ 
(x)jr + r1~ - x + ~ r i F?i = r + ~ b. x - x + ~ rj ~ia 0 r1 I 
i=2 i=k i=2 
Luego r = 0, k = 1 Y r b 1 a 1 1 
: ; 
40 
Reciprocamente, supongamos que k 1 Y b es unidad.1 
00 
iDada f = a. x , encontramos los coeficientes de una serie 1 
i=O 
00 
= r. x para que f . La haremos can un proceso inductivo.9 I 
i ~~(g)~ 
i=O 

n 

Como ~)3(g) = lim r. 1 J!i , dado j > 1 debe existir N tal que 
n-too i=O 

n 

:> 
00 
r. ~i a. x i € (x)j si n~ N De aqul deducimos que1 1 
"­ i=O i=O
'­
b-1r = a a r (a2 - r 1 b )(b
2r 1 
a a 
r1 1 1 2 2 1 
As i, sis up onemo sea n a c ida s los cae fie i e n t e s r. para
1 
o~ i ~ k - 1 , el coeficiente rk estare dado par 
k 2 k 3 
x en ~ ) - r (coef. de x en ~ )3
k 
- •••• - r _ (coef. de x enk 1
A t (f) tambien la notamos f(~). ~ 
EI lema siguiente nos permite saber cuendo es la funci6n un R-auto­
morfismo. 
4.4 Lema: 
Sean R,~ y r~ como en el teorema 4.2 j supongamos tambien 
bk f o . Si no es inyectivo, entonces b es un divisor de cera de R.k~~ 
, ! 
I 
i; 
; i 
i I 
i1 
i I .... 

I, 
00 
Si no es inyectiva, existe f = c. x 
i E R[[ x]] no nula tal~ It~ 	 i=O 
que 	 ~~U) :: f(~) = a . Se sigue que Co = a . 
Supongamos que oU) = t ~ 1 Entonces c f a El coeficiente de t 

kt b t bt 
x 	 en f(~) es c = a . Como +a es un divisor de cero t k 	 c t k 
en R y por tanto b es un divisor de cero en R.k 
4.5 	 Observacion: 
N6tese que si R es un dominio entero, b. x i k~1 yI 
, entonceses e1 R-endomorfismo de R ([ x]] tal que 
es inyectivo. 
El siguiente teorema es e1 principal resultado de este capItulo. En el 
capitulo siguiente encontramos una caracterizaci6n semejante para 
R-endomorfismos mas generales. 
4.6 	 Teorema: 
00 
iSean R un anUlo conmutativo con identidad, ~ =~ bix E R[[ x]], 
i=k 
k ;;;::: 1 Y el R-endomorfismo de R [[ x]] tal que t~(x) = d3 .~~ 
Entonces: es un R-automorfismo de R[[x]] si y solo si k = 1 Y~~ 
b es una unidad de R.1 
Es una consecuencia inmediata de 4.3 y 4.4. 
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4.7 !\Iota: 
El metoda de trabajo en la prueba del teorema 4.2 y la caracteri­
zacion dada par el teorema 4.6 , nos deben servir de guia para el trabajo 
posterior; los capitulos 5 y 6 mostraran varios resultados que tienen 
a estos teoremas como casas particulares. 
5. R-endomorfismos de anillos de series formales 
5.1 Sean R un anillo conmutativo can identidad, x una variable 
00 
iC:::::::­independiente sabre R y E: R[[x]] • Si queremos~ = L... bi x 
i=O 
definir un R-endomorfismo f de R [[ x]] tal que ~(x) = ~ , ya no 
pademas trabajar como en el capitulo anterior porque no necesariamente 
b :::: o. Si intentamos imitar un R-endomorfisma de R[ x] , digamos
a 
T :::: f t , que a cada f :::: 
n 
~ f. 1 i X Ie asigna el polinomia 
n 
c:::::­
L... f. 1 t
i 
i=O i=O 
m 
donde r(x) :::: t = ~ a. 1 1 x , nos encantramos can que ahara 
i=O 
00 00 
f ~ . f. 1 i x f(x) = ~ y la "extrana serie" ~ f i ~i carece de 
i=O 
sentido pues no podemos explicar las IIsumas infinitas" de elementos de 
R que deberta tener par coeficientes. 
, imaginamos necesaria unaPara darle sentido a la expresi6n 
estructura topologica en R a en R [[ x] ] a en ambos. Pera, l.como 
escoger esa a esas topalagfas? 
La clave para responder esta pregunta la da el lema 5.9 de este trabajo, 
enunciado par 0 1Malley como lema 4.1 en [ 11 ] Este lema dice, en su 
primera parte, que el coeficiente de k x en ?n+k es un elemento de 
(bn) , el 
a 
ideal de R generado par bn 
a 
k y n son enteros positivos 
arbitrarios. 
00 
La posibilidad de conseguir una explicaci6n para ~ f i f3i cuando b =0 a 
i=O 
y la repetida presencia de los ideales en relaci6n can los coeficien­
00 
tes de las potencias de R , sugieren la conveniencia de tener n (bn)=(O)( n=1 a 
y de escoger a Ia familia para generar en R Ia topologia 
(b )-adica.
a 
La segunda parte del lema citado, confirma la bondad de las presunciones 
anteriores al exhibir sucesiones Cauchy del anillo topo16gico (R,(b » que,
a 
de ser completo este espacio, tendrian como limites a elementos de R 
que serra natural tener como coeficientes en una serie formal que podemos 
00 
notar 
Una segunda clase de estructuras topologicas que usamos en este trabajo, 
es la de topologias (~)-adicas definidas en subanillos de R [[ x] J. A pesar 
de los buenos resultados que proporcionan (ver por ejempl0 la proposicion 
5.4), no conocemos caracterizaciones de R-automorfismos de R [[ x] ] que 
usen estas topologlas y que no se apoyen en los resultados obtenidos utili­
zando la primera clase de topologlas. 
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En este capitulo estudiaremos la existencia y la unicidad de endomorfismos 
de anillos de series formales. Los resultados que se obtienen, aunque 
muchas veces son naturales, es frecuente que requieran demostraciones 
largas. A esto se debe la longitud del capitulo. 
Al final estudiamos algunos resultados sobre R-endomorfismos de anillos 
de series formales en varias variables. 
5.2 A continuaci6n recordaremos y estableceremos notaciones y definiciones. 
Si ~ E R [[ x]] ,entonces R[ ~J es el subanillo de R [[ x]] que consiste 
i donde r. E: R ,en todas las sumas finitas de la forma r·I 	 I~ 
i=0,1, ... ,n • 
Si ~ E R[[ x]J y si T es un subanillo de R[[ x]] que contiene a R[~], 
entonces (~n T) denota el ideal de T generado por ~n y (T,(~T)) 
es el anillo topo16gico T con la topologia (~T)-adica. 
Si T = R[[ xJJ , escribimos simplemente (~n) y (R[[ x]] ,(~)) para 
denotar el ideal de R [[ x]] generado por ~n y el anillo topo16gico 
R [[ x]] con la topologia (~)-adica, respectivamente. 
00 
Sea ~ E R[[ x]] y supongamos que 	 n (~n R [~]) = (0) , es decir, que 
n=O 
(R[ ~] ,(f( R [ ~] )) es Hausdorff. 
46 
: I 
i r 
, 1 I 
I· 
; : 
• I 
, , 
, 
~ i 
Si T es un subanillo de R[[xJ] que contiene a R[~], basados en 3.10 
podemos decir que (T,(~T» es una completacion de (R[~] 'SB R[~]» si 
se cumplen las siguientes condiciones: 
j) (T,(~ T» es completo. 

ii) La topologfa inducida en R[ 1(>] por la topologfa (12T)-adica de T, 

es equivalente a la topologia (~R[~] )-adica de R[~]. 
iii) Cada elemento de T es el limite de una sucesi6n Cauchy de R(~]. 
iv) (T,(~ T» es Hausdorff. 
5.3 Nota: 
00 
La condie ion nCb (~n R[~]) = (0) es esencial porque las completa­
ciones de anillos topologicos se definen unicamente cuando estos son 
Hausdorff. 
La proposicion que sigue nos muestra que los R-endomorfismos de anillos 
de series formales son continuos de una manera natural. 
5.4 Proposicion: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad, ~ E: R [[ x]] y ~un 
R-endomorfismo de R [[ x]] tal que ~(x) = ~. Si T es un subanillo de 
R[[ x]] que contiene al rango de f' entonces t es una aplicacion con­
00 
tinua de (R[[ x]] ,(x» en (T,(~ T». Ademas, si f:= ~ fj xi y si 
i=O 
para cada n , entonces es un punto limite en 
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i 
I 
(T ,e~ T» de la sucesion ~ In)e~) ~ n€1N • 
a 
Veremos primero que ~eexk» == ~k feR[[ x]]) . 

f € ?«/» significa f ~(h) con h == x k h1 y h1 E: R[[x]] es 

kdecir, f f(x ) T(h1) ~k ?(h1) € ~k ~(R[[ x]]) . 
Por otro lado, si f E ~k ~(R[[ x]] ) f = text ~(h) can h E: R [[ x] ] 
f = t(xk) t(h) = f(xk h) E: f«xk)) . 
Sea 9 € R[[ x]] . Veamos que ~ es continua en • g. Sea fCg) + (~kT) 
• I 
una vecindad de ~(g) en (T,(~ T)). 
9 + exk) es una vecindad de 9 en (R[[ xJ J ,ex» y 
f(g + (xk» = ~(g) + f«x k » 
= 7(g) + ~k f(R[[ x]]) C reg) + (~k T) • Luego ~ es continua. 
l!Para la segunda parte: 
, i 
lim in)(x) = f en la topologla (x)-adica. Tambien: 
n-lOO 
n 
, I~( in)(x)) f. t(x)i fi ~i = fen) (~) . Finalmente, como es= =~ f Ii1 
i=O i==O 
continua, 9(f) lim t( fCn\x)) = lim /n)(~) . Es decir, t( f) es un 
n-'loo n---i'OO 
punta lfmite en eT,e~ T)) de 1a sucesi6n ~ln)(~)( n~O . 
5.5 Observacion: 

Si en la proposicion anterior tenemos adicionalmente la hipotesis 

nn (R T) = (0) , es decir, que (T,(R T)) es Hausdorff, podemos con­
nElN ( ( 
cluir que de existir algLin R-endomorfismo ~ de R [[ x]] tal que 
f(x) = ~ , este tiene que ser unico. Cuando se presenta este caso, el 
R-endomorfismo se nota y se llama aplicacion sustitucion. 
00 
Observese tambien que la condicion n~ (~n T) = (0) es natural, pues 
(0) y como 1(x) , podemos esperar que x tengan 
un comportamiento parecido. 
EI teorema siguiente dice que si (T,(~ T)) es completo ademas de 
Hausdorff, entonces existe una tal aplicacion sustitucion 
5.6 Teorema: 
Sean ~ E: R[[ x]] y T un subanillo de R[[ x]] que contiene a 
R[ ~ ] tal que (T ,(,? T)) es un espacio Hausdorff completo. Entonces exis­
te un R-endomorfismo f de R [ [ x ] ] tal que f( x) ~ y ~(R[[xJ]) C T. 
Si ~ fj ~ ~O es una sucesion de elementos de R y si para cada n, 
n 
definimos fj ~i , entonces la nueva sucesion ~ in)(~) ~ n~ 
es una sucesion Cauchy de (R[ ~],(~ R[~])) • 
49 
, 1 
Ii 
; i 
: ; 
En efecto; dado N, si n ?;1 m ~ N se tiene: 
Par supuesto, tambien es sucesi6n Cauchy de (T,C~ T)). 
Como este espacio es Hausdorff campleta, 1a sucesi6n converge 
en T y su limite es unico. 
Definimos la funci6n f de la siguiente manera: 
00 
Dado f =~ f. i S R [[ x]] ~Cf) lim In)(~) don de x = 
kO 1 
In)(~) n ~i= ~ f. EL limite se toma en (T,(~ T)) • Par eso 1 
i=O 
rCR[[ x]]) C T 
I 
f es un R-endomorfismo de R [[ x ] ] tal queDebemos probar que 
p(x) = ~ • 
i) Es claro que rex) = ~ y que ~ restring ida a R es la identidad. 
00 00 
ii) Sean f = ~ fi x i =~ gi i elementos de R[[xJ]. Enton­y 9 x 
i=0 i=O 
n n 
in)Cx) f. i gCn\x) ~ i para cadaces x y = g. x n . , 1 1 , 
i=O ; 1 
Repitiendo 1a prueba hecha para el teorema 4.2 tenemos que 
+(f + g) = ~(f) + ~(g). Ademas, siguiendo las notaciones de la prueba de 
4.2 , vemos que para probar rUg) = fC f) reg) basta demostrar que 
so 
limite 	se toma en (T,(~ T)). 
Veamoslo: 
2n 
2n 
= ~n+1 ~ hk ~k-(n+1) 
k=n+1 
Si (f2m T) es una vecindad de 0 en (T,(~ T)) , entonces para n~ m-1 
~"" "", tenemas: 
. I 
i 
5.7 	 Nota: 
Observese que decir que (T,(~ T)) es un espacio Hausdorff completo, 
00 
significa que las sumas infinitas ~ rj ~i ,con r i E R , tienen sentido, 
i=D 
y es por esto que se garantiza la existencia de 
5.B 	 La definicion de un R-endomorfismo de R [[ x] J tambien puede 
hacerse asi: 
Sea 	 b E R Y supongamos que n (bn) = (0). Notaremos (R,fL) al 
o 	 nErN 0 
* 	 *espacio (R,(b0)) Y (R,fL) a su completaci6n. 
i 
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...-..* * Observese que segun 3.12 ..J '- es Ia topologia inducida en R par la 
sucesi6n de ideales ~ b~ R * (nSIN de R * y el teorema 3.12.6 dice 
que bn R * n R :::: (b)n para cada n E: IN . 
a a 
Usaremas las notaciones (R,(b», (R*,(b R*») , (R[[x]] ,(b R[[x JJ» y
a a a 
* * (R [[ x]] ,(baR [[ x]]» para denotar a cada uno de esos anillas can su 
·tapalagia (b )-~dica.
a 
f :: 
Para cada i S IN definimos una funci6n 1(, de R [[ x]] en R de la 
a 1 
i
siguiente forma: 1Y.(f) es el coeficiente de x en f • Par tanto 
1 
para cada f € R[[ xJJ y se tiene que f:::: 9 si Y 
solo si 11.(f):::: 1Y.(g) para todo i € IN Se veri fica facilmente que
I I o 
1Y. es un homomorfismo sabreyectivo de R-m6dulos. Ademas,
1 
T( (fg) = 11.(f) T( .(g) para tada f,g S R[[ x]) y tada SIN. 
1 J 1-J a 
5.9 Lema: 
Sean b 
o 
€ R y 
00 
c. 
1 
xi E: R[[ x]] con c 
o 
€ (b ) 
0 
supon­
gamos que n (b~) 
nE:IN 
= (0) y consideremos a R como espacio topo16gico ; 1 i 
can la topologfa (b )-adica.
o 
en 
......... 1 

b) Si es una sucesion de elementos de R y si para cada~ fi ~ iEtN 
0 
i 
j
€ tN fO) = f, x entonces para todo k € rN 
0 ~ J 0 
j=O 
~ una en (R,(b )).i11kef(')1 (~)) i€lN ' es sucesion Cauchy 0 
o 
a) Fijamos k € tN Por induccian sobre m se prueba facilmente que
o 
k para todo m € tN , el coeficiente de x en ~m es una suma de ter­
minos y cada uno de eUos consiste en un producto de m elementos del 
conjunto ~ c ,c1,... ,c ~ • o k 
Sea n € tN Entonces el coeficiente de xk en ~k+n es una suma en 
o 
la que cada sumando tiene k + n factores pertenecientes al conjunto 
Un sumando es asi: 

n+k 

T( c, con 
 para cada y i. k • 
1 ' JJ j=1 
Si c aparece menos de n veces en un sumando, habra mas de k 
a 
LIS no nulos que sumaran mas de k: jcontradicci6n!
J 
Luego Co aparece n 6 mas veces como factor en cada sumando, 10 que 
dice que cada sumando es elementa del ideal (cn). La sum a de elias 
a 
aUf. (cn ) (bn ) ' f" e detambien esta Como C conc IU1mos que e1 cae IClent 
o - 0 ' 
(bn) ,<, t I 'b' ,es un elemento de Y t;:S 0 0 escrl Imos aSI: 
a 
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b) Sean k E: IN y una vecindad de a en R. 
a 
Si r ~ s ~ n+k , entonces, par ser lYk un homomorfismo de R-m6dulos 
se tiene: 
r 
= ~ fi T( k(~i) 
i=s+1 
Si s+1 < i -< r, n+k-< y entonces = k + n. can n. > n. Par 1 1 
n. 
parte a) , vemos que T(k(lCh E (b 1) • Como n. ~ n , concluimos quea 1 
T(k(~i) E: (bn ) y esto implica que la sucesi6n ~ T(k( f(j)(~)) {
a iEtN es 
a 
Cauchy en la topologfa (b )-adica de R. 
a 
Cuando (R,(b)) es un espacio Hausdorff completo, en el. teorema siguiente
a 
veremos que el lema anterior nos permite definir un R-endomorfismo 
c. Xi y c E: (b ) • Ensustituci6n de R[[ x]] , para 
1 a a 
particular, este teorema proporciona una condici6n suficiente para que exis­
ta un R-endomorfismo sustituci6n 4J de R [[ x] ] como el supuesto al 
principia del capitulo 3. 
~ = 
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5.10 	 Teorema: 

Sean R un anillo conmutativo can unidad, b E: R Y 

a 
i 
c. X can c E (b ) ; si (R,(b )) es un espacio Hausdorff 
I a 0 	 o 
completo, entonces existe un unico R-endomorfismo ~ de R.[[ x]] tal 
~ 
que ~~Cx) =p . 
i) Definicion de 
"­
.~ 
00 
iSi f = f. X E R[[ x JJ , consideramos la sucesion ~ ii) ~ iSrN~ I en 
j=O o 
R[xJ dada por para cada IN • Por lema anterior 
o 

) C') l
111k(f I (~)) r iEIN es una sucesion Cauchy en (R,(b )) para cada k E rNa· 
o
o 
00 
p.(f)x it~(f) =~ I 
j=O 
00 
A tambien 10 notamos 6fJ3< f) 	 f~) ~fi'/ 
+)3 restring ida aRes la identidad de R. 
Sea 	 E: R entonces y f. ::: a para ErN. 
I 
i=O 
f si k = a 
0f = f 	 11 (f )a 	 k 0 { 0 si k t a 
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si k 0 
Pk(f) ::: li.m 1(k(f(i)<P)) ::: lir:n 11k(f0) 
= fooJ 1 si k f 0 
00 
kLuego ~(f) = ~ Pk(f) x f a = f • 

k=O 

iii) +~(x) =P 
i 
x f. x can f. 0 si y 1 •I I + 1 f1 

i=O 

j=O 
lim 
Luego ~(x) =)3 . 
iv) ~ es un endomorfismo de R[[xJ] 
00 00 
iSean f f. x y 9 = g. Xl elementos de R[[x] ] • 
I I 
i=O 
j(f + g)O) (f. + g.) x y
J J 
j=O 
(j) jii) + 9 = f. xi + g. x = (t. + g.) xi (f + g)O)J J ~ J J j=O j=o j=O 
Luego (f + g)(j)~) = (to) + gO))<;3) = ii)~,8) + g(i)~) y asi 
tr «f + g)(O(8)) - 1Y (lO(R)) + 1Y (g(i)(R))k· (- k (' k ("". 
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Y pk(f + g) == . \im iT'k«f + g)(i)~.S») 
\im T(k(f(i)~) + iii 1(k(g(i)~) Pk(f) + Pk(g) 
00 00 
Luego ~ (f + g) = ~ pk(t + g) xk = ~ (Pk(f) + Pk(g)) )< 
~ (f) + t (g) 
;3 ? 
k=O 
Veamos ahara que ~(f9) = ~(f) ~(g). Sera suficiente mostrar que para 
todo k 8 INa' T(k(~(tg) = T(k(~j3Cf) ~(g)) • 
Pero 
= lim 
i 
= Iii T(k (to)g(i))~)). Para terminar la prueba debemas mostrar que 
Iii [11k«t<i)g(j))~)) - 1Tk(fg)(i)\B)) ] 
lim [11k (t(i)gCi))B) - (fg)(j)~~J 
Him [ 11kCf( i)9(j) - (tg)(i))(J3) ] = 0 
i 
Sabemas que (fg)(i) ~ h. xj ,donde h. = T=-o- J J 
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~ f 9 mientras r s 
r+s=j 
( x j ) ( ) 2i que fWg(j) = f. g. xj = ~ h. J J j=O J 
2i 
= 
(fg)O) + h. xj 
J 
Luego fO) g<O - (fg)(i) tiene par 10 menos orden i+1 
x
j 
para todo i 8 IN • 
o 
Sea (bn ) una vecindad de cera en (R,(b» j escogemos cualquier icon 
a 0 
la condici6n i k+n. 
2i 
Trk [ (to) g(j) - (fg)OlX() J = 1( k [ ~1 hj ~j ] 
2i 
= hj 11k(~j) E: (b~). j=i+1 
Como 1+1 > k+n , en cada sumando se apl ica e1 lema 5.9 a) . 
v) Unicidad 
Supongamos que lfJ es un R-endomorfismo de R [[ x] J tal que tp(x) = [3. 
Veremos que 4l(f) = ~ (0 ~ 
hacerlo, mostramos que 
Sea k E: IN . 
a 
1Yk(~ (f» Pk(f) lim [) i 
TIk ( Lp ( 
00 
T(kCLp(f)) \. j=O 
para todo 8 R[[ x J] para 
1Y (f{i)CJ3» por otra parte, dado 8 INk 0 
))f. xj J 
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Luega lIk(tp(f)) = li:n T(k(tp(f)) 1 
Para mastrar que 11k(4J(f)) = 'f(k(f (f)) es suficiente mastrar que
J 
111 k ( IjJ ('i I j xi ) ) ~ iEN es una sucesi6n nula de R. 
J=I+1 a 
Sea (bn) una vecindad de cera en (R,(b)) escagemas i ~ k+n. Si 
a a 
f .. 1 x 
j )J+I+ e. xj, entances J 
Como i+1 > k+n , escogemos m E IN tal que 
u E ~ 0,1 , •.• ,k ~ , i+1 = u + (k-u) + n + m 
El lema 5.9 a) dice que 
Luego ek-u y asi 
tiende a cera. 
+ 1 = k + n + m. Si 
Los lemas siguientes, que en si mismos tienen in teres, serviran tambien 
para probar un resultado importante: todo R-endomorfismo de R[ [ x ] ] 
se puede extender a un R * -endomorfismo de R * [[ x ] ] • 
El primero de estos lemas nos muestra como la propiedad de que R es 
denso en R * es heredada par R[[ x] ] en R*[[ x JJ . 
5.11 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo can identidad, (R, ..fl.) el anillo 
topologico (R,(b)) con Ia condicion 
a 
* *(0) y sea (R ,JI...) 
su compIetacion. Entonces R[[x]] es denso en (R*[[xJ],(boR*[[xJ] )). 
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..n.. es la topologla * *(b R )-adica de R. a Va sabemos, (ver 3.12), que 
Sea 9 = d j xi E R*[[ x]] y sea 9 + b~ R*[[xJ] alguna vecindad 
i=O 
*de g. Como R es denso en R ,existe, para cada E IN ,un
a 
elemento t. de R tal que t. d. B bk R * 
1 I 1 0 
Entonces 
00 
R[[x]] y t-g = (t. - d.) x~ i 1 1 k *[B b R [x]].o 
i=O 
Es decir, Esto nos permite concluir que cada 
abierto basica que contiene a 9 tiene intersecci6n no vada can R[ [ x JJ; 
par tanto la prueba esta completa. 
5.12 Lema: 
Sea R un anillo conmutativo con unidad, (R,fL) el anillo topol6­
* * con la condici6n n (b~) = (0) y sea (R,.JL ) sugico (R,(b ))
a 
nON 
completacion. Si ~ gi ~ iBIN es una sucesi6n Cauchy de (R[[ x]],(boR[[ x]])), 
entonces ~gi ~ i€1N converge a alglin elemento 9 de (R*[[x]] ,(boR*[[x]])). 
Supongamos que ~gi ~ i€tN es una sucesi6n Cauchy de (R[[ x]] ,(boR[[x]])) 
00 
dada par gi = 
j=O 
a .. x
j 
1J para cada E: IN. Entonces si b
kR [[ x]] . 
o 
es una vecindad de cero en R [[ x] ] ,existe N1 o tal que 
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00 j(a . -. a .) x E: bkoR[[ x]] para n,m ~ N . Luego
nJ mJ 1 
j=O 
a . - a . E bkoR si n,m ~ N1 10 que implica que la sucesion
nJ mJ 
* *) a .. l 'rlN es Cauchy para cada EIN Como (R,...rL) es comple-
I 1J ( Ie.. o 
tacion de (R,.fL.) , entonces, para cada E: IN existe d. E R* tal 
o J 
que lim a .. = d. 
IJ J 
Sea R*[[x]J • Veamos que lim g. = g. El lfmite9 I 
se toma en (R* [[ x]] ,(b R*[[ xJ] » Si es una vecindad de cero 
o 
* bkR*en R entonces existe N E IN tal que a . 
-
a E para
nJ mj 0 
n,m N y todo j E: IN • Ademas, para cada j E: IN , existe N.> N 
0 0 J 
bkR*tal que d. 
-
a . E: para n~ N. . Por tanto, si E: IN y
J nJ 0 J 0 
n > N. - a . ;: (a . - d.) + (d. - a .) E: bkR* para m~N . J amj nJ mJ J J nJ 0 

bkR*
De aqui concluimos que a - d. e si m N.
mj 0J 
Finalmente, si m N, 
00 00 00 j j j 
gm - 9 = x d. x ::: (a . - d.) x € bkR*[[x]J,amj ~ J ~ mJ J 0 j=O j=O 
10 que dice que 9 es el lfmite de 
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5.13 Observacion: 
Sabemos que si X es un espacio metrico, Y es un subconjunto 
denso de X y cada sucesi6n Cauchy de elementos de Y converge en 
X , entonces X es completo. Como R* [[ x J ] es un espacio metrico 
(ver proposici6n 3.7.5), los dos lemas anteriores nos permiten concluir que 
(R*[[x]J,(b R*[[xJ])) es completo.
o 
5.14 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad, (R,Jl...) el anillo topo­
logico (R,(b») con la condicion n (bn )::: (0) y sea (R*,..JL)* su 
o nEIN 0 
completacion. Entonces (R * [ [ x]] ,(b R * [[ x]]) es la completacion de 
o 
(R[[x]],(b R[[x]]) • 
o 
Re'visaremos una a una las propiedades de toda completaci6n y veremos 
que se cumplen en este caso. 
j) R[[xJJ es subanillo de R * [[x]] . 
Se tiene porque R es subanillo de R * 
ii) (R* [[x]] ,(b R * [[ xJ]» es completo . 
o 
Lo dice la observaci6n 5.13 
iii) La topologla (b R[[ x]] )-adica de R[[ x]] , es equivalente a la topo­
o 
logla inducida en R[[xJ] por la topologla (b R*[[x]])-adica de R*[[xJJ.
o 
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El teorema 3.12.6 nos dice que, para todo n *n nn e: IN, b R R = (b ) ; 
a a 
de esta igualdad, deducimos facilmente que b~R*[[xJ]nR[[XJ]= ~R[[X]]; 
y Bsta ultima es suficiente para que se cumpla el enunciado. 
iv) Cada elemento de R*[[ x]] es el limite de una sucesi6n Cauchy de 
R[[x]] . 
Sea 9 e: R*[[xJ] ; dado k E: IN, existe fk E: R[[x]] tal que 
fk - 9 e: b~R*[[ xJ]. (Lema 5.11). 
La sucesi6n ~ f k ~ kEIN converge a 9 y par ser convergente, es Cauchy. 
00 
Sea f = ~ f. xj 
j=O 
entonces para cada n E: IN , 
Esto implica que para cada y n n * en IN, f. E b R . J a 
Luego y asi 
cluimos entonces que f = 0 • 
5.15 Corolario: 
Can las hipotesis del lema 5.14 
(R[[x]],(b R[[xJ])) es completo.
o 
f. = 0 
J 
para todo E: IN • Con­
(R,(b)) es completo si y solo si 
a 
Supongamos que (R,(b ))
a 
es completo; entonces es su propia completaci6n 
*R Aplicando el lema anterior, encontramos que (R[[ x]],(b R[[x]J))
a 
tambien es su propia completaci6n; en particular, es completo. 
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Recfprocamente, supongamos que (R [[ X ]] ,(b R[[ xJ])) es completo.
o 
Sea una sucesian Cauchy de (R,(b )). Como tambien es suce­
o 
sian Cauchy en R [[ x ] J , ex iste E R [[ x ] ] tal que 
a. ~f. 
1 
Sea 	 (bn ) una vecindad de cero en R. Entonces existe N tal que si 
o 
En particular, a - f 8 bnR = (bn )k 	 0 0 0 y 
por tanto ~ a i ~ ---T f0 en (R,(b )) . Concluimos pues que (R,(b » es o 	 o 
completo. 
5.16 	 Nota: 
Observese que f debe ser la constante f : como para cada n 8 IN,
0 
a - f E bnR[[ x] ] para k suficientemente grande, f. E (b n) parak 0 1 0 
todo i > 1 Luego, si i> 1 , f. 8 (bn ) para cada n € IN , es decir,
1 0 
f. E n (bn) = (0). Estid0 0 po emos enunClar..ast: Las sucesiones de 1 nEtN 	 0 
constantes convergentes de R [[ x]] tienen una constante por limite. 
5.17 	 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad y t E R. Si 4J es un 
R-endomorfismo de R [[ x ] ] , entonces lP es continuo en 
(R[[x]J ,(tR[[x]]» 
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Consideremos un R-endomorfismo 4J de R [[ x]] Veamos que es 
continuo en 0 can Ia topoIogfa (t)-adica de R [[ x]] • 
. 5ea tnR[[ x]] una vecindad de cero; si f I:; tnR [[ x]] , f = tng con 
9 E R[[xJJ y 
n41(f) = 	tp(tng) Lp(tn) 41(g) ::: t 4J(g) E: tnR [[ x ] ] • Luego 
41( t nR [[ x]] ) C tnR[[x]] y esto dice que es continuo en 0 en el4J 
anillo 	 topologico (R[[ x]] ,(tR[[ x]])) ; Iuego es continuo en todo R[[ x]] 
Los homomorfismos entre anillos topologicos y las completaciones de estos 
anil10s se relacionan de Ia siguiente manera: 
5.18 	 Lema: 
Sean (R, Jl.. ) Y (5, J'LZ) anillos topologicos Hausdorff con topo­1
loglas fldicas inducidas por los ideales finitamente generados y b 
respectivamente. Supongamos que (R,..II... ) y (5, Jl...Z) son completacio­1
nes de y (5,~) respectivamente y que LjJ es un homomor-
Entonces 4J se puede exten­fismo continuo de (R,~) en 
Si adicional­der a 	 un homomorfismo de en 
mente se tiene que la topologla ..JLZ es Ia topologfa ~adica de 5, 
donde IVl es un ideal finitamente generado de 5 y que Ia topologia 
G:-adica de R es equivalente a ..JL1 ' entonces YJ* es un homomor­
fismo continuo de (R, ~) en (5, JLZ) • 
La prueba se esboza en el siguiente diagrama; las funciones j1 y jz son 
las inclusiones respecti vas. 
66 
,'~' 
R ------~------~ 5 
r. 
I 
R --------~------~s 
r=lim r. 1--------7- 5= lim LjJ(r.)
I 1 
5ea -; E R Entonces existe una sucesian Cauchy ~ r i ~ iEIN de (R,~) 
tal que lir r i = r. Como lP es continu'o, ~LjJ(ri) ~ iEfN es una suce­
sian Cauchy de 5 y par tanto existe s E 5 tal que lim Lp(r.) = 
i 1 
Definimos 41*: R ---7'-> 5 asi: 
La buena definicion de Lp y la unicidad del lfmite, garantizan la buena 
* *definicion de 4J ; como j1 y jz son inclusiones, 4J extiende a 4J 
y como tp es un homomorfismo de anillos, tp* tambien es un homomor­
fismo de anillos. 
5upongamos ahara que la topologfa es la topologfa Ntadica de 
,-Ie 'd' dey que la topologfa L... -a Ica R es equivalente a .1L1 . Veamos que 
4J* es continuo en O. 
5ea tvt un entorno de cera en (5,.lL ) Mk n 5entonces . G es una1
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vecindad de cero en S y como es continuo en o , existe cf1, una4J 
vecindad de 0 en (R, 1\.1) tal que 4J*(~) ~ 4J(~) c ~n s . Por 
tanto [4J*(~) ] e = [ tp(~) ] e C tv« n s ~ tv« . Como Ia topoIogfa 
C -adica de R es equivalente a ...1L1 ,existe V vecindad de cero en 
(-R .fL) t I V C (,-In)e. T, l' a que ~ enemas entonces: 
y esto indica que 4J* es continuo 
EI teorema siguiente es consecuencia de los lemas vistos anteriormente. 
5.19 	 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad, (R,(b» el anillo topo­
o 
logico R con la topologia (b )-adica y (R* , fL)* su completacion. Sea 
o 
£ R [[ x] ] . Si es un R-endomorfismo de R [[ x] ] tal que 
* 4J(x) 0( , entonces se puede extender a un R -endomorfismo de 
R * [[x]] . 
Por lema 5.17, ljJ es un R-endomorfismo continuo de R [[ x] ] y por lema 
5.14 , (R*[[x]],(b R*[[x]]))es completaci6n de 
o 
(R[[x]],(b R[[xJ])) • Luego
0 
por lema 5.18 ,4J se puede extender a un *R -endomorfismo continuo 
de *R [[ x J] . 
Para poder caracterizar los R-automarfismos de R[[ x]] utUizando las 
topologfas (b )-adicas , nos faita todavfa establecer una condici6n necesa­
o 
ria y suficiente para Ia existencia de R-endomorfismos de R [[ x JJ • 
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5.20 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad y b E: R supongamos
0 
00 00 
que n (bn ) (0) • Si b. x i E R[[x]] , entonces existe un 
n=1 a = 13= 1 
R-endomorfismo tp de R [[ x] ] tal que tpex)= p si y solo si (R,(b0)) 
es completo. Cuando (R,(b )) es completo, 4J es unico y es igual a 
o 
" Ya sabemos (teorema 5.10), que si (R,(b )) es completo, existe un unico 
o
R-endomorfismo de R[[ x]] que es fJ3 tal que ~(x) =~ • 
Veremos ahara que la existencia de un R-endomorfismo 'fJ de R[[ x J) 
tal que tp(x) ~ , implica que (R,(b )) es completo.
o 
una sucesi6n Cauchy de (R,(b )). Debemos encontrar 
o 

un elemento t e R tal que lim a = t . 

n n 
Par lema 3.14 existe una subsucesi6n ~ c (netN de ~ an ( tal que
n 
c para cada n e tN • 
n 
00 
Sea f:: rj xi E R[[x]J. Por teorema 5.19 lfJ se puede exten­
der a 4J*, un R*-endomorfismo de R*[[ x J ] • Como (R ,(b R * *)) es 
o 
*completo y LjJ*(x) :: tpex) 13 ' el teorema 5.10 dice que LjJ es un 
* *R -endomorfismo sustituci6n y que 41 (0 = 41(0 = 
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n 
j=O 
i . 
! . 
\ 
, 
, Ii 
~..i . 
I' 
,i 
k E IN • Cada limite de estos existe 
par lema 5.9 Y se calcula en (R,(b))
a 
b ir. = c , existe lim c y esJon n 
Ademas, 4J( f) E: R [[ x ] ] , par tanto p (f) E.: R ; esto indica que
a 
~ c r nE.:IN converge en R. Como ) ales Cauchy y J c L n ") n ( nE:tN 'I n( nE:1N 
es subsucesi6n convergente de ~ an r ' ~ an ~ converge al mismo limite. 
Esto dice que (R,(b )) es completo.
a 
Como 
5.21 Observacion: 
El teorema anterior resume de muy buena forma la uni6n de la topo­
10g1a y el algebra en el estudio de los R-endomorfismos de R[[ x]]. Otro 
enfoque de 
topologfas 
esta uni6n es 
13-adicas sabre 
el teorema siguiente, 
subanillos de R [[ x J] 
en 
, tambien 
el que trabajando 
se obtiene 
can 
una 
caraterizaci6n 
de R [[ x]] 
para 
tal que 
la existencia 
o/(x) = )3 . 
y unicidad de un R-endomorfismo ~ 
5.22 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad, pER[[ x] ] y T 
un subanillo de R [[ x] ] que contiene a R[pJ y satisface las siguientes 
condiciones: 
i) (T '<PT)) es un espacio Hausdorff compieto. 
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in Cada elemento de T es el Hmite de una sucesion Cauchy de 
CR[)3] ,g3R[)3])) . 
Entonces existe un unico R-endomorfismo 1 de R [[ x]] tal que ~Cx) = ~ 
Y T = fCR [ [ x] ]) . 
Recfprocamente, sea f un R-endomorfismo de R [[ x] ] tal que f(x) =13· 
Si T = f(R[[ x]]) Y si n CFlJnT) = Co) , entonces T es un subanillo 
nE::IN (' 
de R [[ x] ] que contiene a y que cumpte las condiciones i) y ii).R[i3] 
Sea T un subanillo de R [[ x] ] que contiene a R[p] Y que satisface 

las condiciones n y ii). Por teorema 5.6 , existe un R-endomorfismo ~ 

de R[[ x]] tal que fCx) )3 y fCR[[x]]) CT. Veamos que 

T C tCR[[x]]). 

Sea gET; debemos encontrar h € R[[ x]] tal que 9 = ~(h) 

La condici6n ii) dice que existe una sucesi6n Cauchy ) f l de
I n ( nEN 
(R[~J ,~R[~J)) que converge a g. Por lema 3.14 , existe una subsu­
n 
cesi6n idn ~ nEIN de ~ f n ~ de la forma dn = ~ gi J5i para cada n, 
i=D 
con g. E R[ RJ para i € rN • 
I ~ 	 0 
t restringido a R[ x] es un R-homomorfismo y +CR[ xJ) = R[~] 
Luego para todo 	 i E: rN ,existe h. € R[x]
o 	 I 
n 
id 	 h. x ) para cada n E: IN • 
n 	 I 
i=D 
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La sucesion ~ ~ hi xi ~ nEfN es Cauchy en (R[[x]],(x)) 
i=O 
Sea k E fN si n;> m ;> k-1 
n n 
i i ih. x h. x h. X E (xm+1) C (xk) • 
- =~ 1 1 1 
i=O i::;:m+1 
Como (R[[x]] ,(x)) es completo, (ver ejemplo 3.16) existe h E R[[xJ] 
n 
i 1tal que lim hi x ::;: h. Como lj!. es una aplicacion continua de 
n~oo 
(R [[ x ] ] ,(x)) en (T ,~T)), (proposic ion 5.4) , 
• I 
n n n 
. ! i~(h) = lim ~ ( h. xi ) = lim ~(hi) ~(x)i lim giPn 1 n n ~ i=O 
= lim d 
nn 
Pero ademas, (T,93T)) es Hausdorff; la subsucesion ~ de la sucesioni d 
n 
convergente ifn t debe tender al mismo lfmite. Por tanto 9 . +(h) y 
queda probado que T::;: ~(R [ [ x]]) • 
Por ultimo la observacion 5.5 justifica la unicidad de la funcion f 
Recfprocamente: supongamos que + es un R-endomorfismo de R [[ x] ] 
tal que T(x) )3 Y sea ~(R[[ x] J) ::;: T. Supongamos ademas que 
(T'<;3T)) es Hausdorff. 
Claramente, T es un subanillo de R[[ x]] que contiene a R~]. Veamos 
que cumple las condiciones i) y ii) . 
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i) Sea ~ f n ~ nEN una sucesi6n Cauchy de (T ,(~T» ; entonces por lema 
3.14 exi,ste una subsucesi6n ~ dn ~ nEN de ~ f n ~ nEIN de 1a forma 
n 
d 
n 
:: ~ gi ~i para cada n E IN ,donde g.
I 
E T para todo E IN . 
o 
i::O 
Como T :: ~(R[ [ x JJ) , para cada E IN 
0 
existe h. 
1 
E R[[ x]] tal que 
n n n 
i i ig.• Luego+(h j ) = 1 d n = gi)3 +(hi) +(x ) = + ( ~ hi x ) 
i=O 
para cada n E fN. 	 Como en la prueba de la primera parte, podemos ver 
n 
que la sucesi6n i ~ hi xi ~ nEIN es Cauchy en (R[ [ x]] ,(x» que es 
1=0 
completo. Si hER [[ x]] es su lfmite, 1a continuidad de 7 como 
2.plicaci6n de (R [[ x]] ,(x» en (T,<)3T», (proposici6n 5.4), nos permite 
concluir que lim d	 = 1(h). Como ~ f n / es sucesi6n Cauchy, tiene que
nn 
ser convergente y lim f = lim d 
n n n n 
E: R[[x]]ii) Sea geT = +(R[[ x]]). Entonces existe 
n 
ital que f(h) = g. Sea h. x 	 para cada n E: IN. La 
1 
sucesi6n ~ h(n)(x) r nEIN es Cauchy y lim h(n)(x) = h . 
n 
El llmite se toma en (R[[ x]] ,(x». Por prciposici6n 5.4, + es una apli­
caci6n continua de (R[[ x] ],(x» en (T'SBT» y entonces 
9 = t(h) = li~ t(h(n)(x» = li~ h (n)(23)' Como ~ h(n)(~) ~ nEIN es sucesi6n 
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UNrVERSIDAD N 
l," 'PIl)T ~ (l"j'F'(' .L\ p ,).L '" '._, - ...-' -" . I':, 
r 
,de Cauchy en (R[ J3J ,~R[ ~J)) , la prueba esta corop,letar-----------·m···--- ~. 
5.23 El teorema anterior tiene su analogo en R [[ x1"",xn J J Antes de I! 
I 
enunciarlo, recordaremos y estableceremos notaciones, definiciones ii 
I: 
;1 
y proposiciones necesarias. I' 
! ! 
Sea R un anillo conmutativo can unidad; escribimos y r: i 
I 
I
,tpara denotar al anillo de polinomios R [ x ,,,,,x J y al anil10 de series 1 , ! 1 n 
" formales R [[ x1"",xn J J respectivamente; en ambos casas las variables 
independientes x "",x conmutan,1 n 
Un polinomio de R(n) de la forma 
i 
n 
x 
n 
es Hamado monomio y su grado se define como la suma i1 + ••• + in' 
Todo polinomio de R(n) es una unica (salvo el orden) suma de monomios. 
grado de un polinomio f no nulo es el maximo de los grados de los 
monomios de los cuales es suma. Si todos los monomios en esta suma 
tienen el mismo grado, entonces f se dice que es homogeneo a que es 
una forma. 
Un polinomio no nulo f de grado m se puede expresar unfvocamente de 
·la siguiente manera: 
dond,e cada f. es 0 cera 0 una forma de grado
I 
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de R«n»Cada serie formal f se puede expresar de manera unica asi: 
00 
f= ~ f. 1i::O 
donde, para cada E: N 
a 
f. 
1 
es a cera a una forma de grado A 
esta descomposicion de f se Ie llama descomposicion homogenea y cada 
f. es llamada componente homogenea de f. 
1 
00 
Sea f una serie formal no nula de R «n» y f = f. su descompo­
1 
sidon homogenea. El orden de f, notado o( f) , es el entero no negative 
minimo n, tal que f es no nulo. 
n 
El orden de la serie formal nula es + 00 • 
Las unidades de R«n» se caracterizan de forma similar a las de R[[ x]]. 
(Ver [ 16] pag. 130). 
Un endomorfismo (automorfismo) de R«n)) tal que ~(r) = r parat 
todo r E R , se llama R-endomorfismo (R-automorfismo) de R«n». 
Sean 0::: , ••. , d E R«n» el subconjunto de R«n» 1 k 

n 

1~r.. c( i1 ci ik E: IN r. E R , i. EN
i::1 1 k 0 1 ", i 011" .Ik I n J f1 k 
10 notamos R [ d 1,••. , c(k ] . Se dice que es el subanillo de R«n» 
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generado por R y la colecci6n ~ ~j ( j~1 
Consideremos un subanillo T de 
y denotemos con C. al ideal de 
R((n)) R[ _I _I]que contenga a L:(,1, ... ,uuk 
T generado por J _I l k., ya sabemos) l{i- ( i=1 
que (T ,06) es Hausdorff si y solo si n ~ = (0) 
nErN 
La definici6n 3.10 la podemos enunciar para estas condiciones especfficas: 
Supongamos que mU [(o!1,···0:;: k)R [ci 1, •.. ,oi k ] ] m = (0). Decimos 
si se cumplen las siguientes condiciones: 
i) (T,Q es completo 
ii) La topologfa inducida en R [ ci 1,... ,ct kJ por la topologfa c:!.-adica de 
T, es equivalente a la topologfa (c{ 1, ..• ,ci k)R [ci 1 , •••,ci k ] -adica de 
R[oi 1,···,cLk ] 
iii) Cada elemento de T es el lfmite de una sucesi6n Cauchy de 
iv) (T,d) es Hausdorff 
Los sfmbolos End(R((n))) y los usamos para denotar los con-
juntos de R-endomorfismos y de R-automorfismos de respectiva­
mente. 
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5.24 Sean a{1,···cin E R«n». La existencia de un R-endomorfismo + 
de R «n» tal que ~(x.)
I 
= 0(.
I 
, i 1,2, ... ,n , se justifica de manera 
parecida a como se hizo en 5.6 para una variable: 
Sea T un subanillo de R«n» que contiene a R[ ci- ,...cLn ] y tal que1 
(T,C) es un anillo topo16gico completo Hausdorff; d. es el ideal de T 
generado por ~ ~ it i:1 . 
y sea f. su descomposici6n homogenea. (Ver Sea 
J 
.ErNJ 0 
i 
5.23). Si f. = yx n donde 
nJ 
i=1 
+ •.• + i = para cada = 0,1 , ... ,k , es una componente homo-
n 
k I 
cin genea de f , definimos f . J(ex:: 1,...,ei n) = n 
i=O 
es una sucesi6n Cauchy deLa sucesi6n 
mErN 
o 
(T ,c:i) ; por tanto converge a un unico elemento de T, que denotamos 
Definimos la funci6n ~ de la siguiente manera: 
Si f 
es un R-endomorfismo de R CCn» tal que fCx j ) oi. I ,i=1,...,n, es 
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semejante a la prueba de 5.6. 
m 
Como las sueesiones Cauchy de la forma i ~ f i(o(' 1 ,•••,<i n) tmErNa 
tienen sus lfmites en (T,d), es evidente que f(.R«n))) CT. 
La unicidad de ?, definida· de esta manera, se puede probar de forma 
analoga a como se hizo en R [[ x ] ] • 
5.25 Denotemos par ~ al ideal (xi ,. .. xn) de R«n)) generado par 
facit ver que n ~m = (0) • 
m81N 
Ademas, todo R-endomorfismo de R«n)) resulta continuo de una forma 
natural: 
. I i' 
I 
5.25.1 Proposicion: 
Sean R un anillo conmutativo can unidad, a::: ,...,ci E: R«n))1 n 
y +E: End{R «n))) tal que l(x.) = 0::. , i=1, ... ,n. Si T es un subanillor I I 
de R«n)) que contiene al rango de f 7 entonces f es una aplicacion 
continua de (R«n)),~) en (T ,cO ,donde cL es el ideal de T generado 
par i c{ i ~ i~i· Ademas, si f f. E R«n)), ~(f) es un punto 
'81N J TJ a 
limite en (T,d) de la sucesion i ~o fi(<i1""'~n) ( mENo 
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5.25.2 Notas: 
a) 	 Las notaciones en el enunciado son las de 5.23 y 5.24. 
b) 	 La prueba de la proposicion es semejante a la de 5.4. 
c) 	 Como en 5.24 no solo se cumplen las hipotesis de esta proposicion 
sino que tambien (T,d) es Hausdorff, entonces tenemos que el 
R-endomorfismo definido en 5.24 es el unico elemento de 
End(R«n))) tal que J(x.) = 0(.. , i=1, ••• ,n.
Til 
d) 	 En particular, si +E: Aut(R«n))) , entonces 
n (061, ...,~ )m = n (~(X1)' ••• ,l(x ))mm81N n m8rN 't' n 

= 9( n (x , ... ,x )m) = 

,m8rN 1 n 
Por tanto +, en este caso tambien es unico como R-endomorfismo de 
c(., i=1, •••,n.
1 
EI teorema analogo a 5.22 para varias variables puede enunciarse ahora. 
Su prueba es semejante y la omitimos. 
5.26 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad, a::: 1 , •.• ,ein elementos 
R«n))de y T un subanillo de que contiene a 
y que cumple las siguientes condiciones: 
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(T,d) es un espacio Hausdorff completo; d.. es el ideal de T gene­
rado por ~ ct j ( i~1 
Cada elemento de T es el limite de una sucesion Cauchy de 
un unico R-endomorfismo tal que ti.(x.) == cx::. , i==1,••• ,n ,T I I 
Reciprocamente, sea tal que l(x.) == 0(,. ,i==1 , ••• ,n .r I I 
Si T es el rango de + y si n elm = (0) , entonces T es un suba-
m€1N 

R«n))
nillo de que contiene a R [ 0:: 1 , •.. ,~ n ] y que cumple las condi­
ciones i) y ii) . 
5.27 Los R-endomorfismas inyectivas de R [[ x]] y de R«n) tambien 
los podemas caracterizar. es el ultimo paso antes de entrar en 
el estudia de los R-autamorfismos. 
Sea 1> E: R [[ x]] . El pr6xima teorema establece condiciones necesarias 
y suficientes para que exista un R-endomorfisma inyectivo r de R[[ x]] 
tal que f(x) = !3 . 
N6tese que a partir de los teoremas 4.2 Y 4.6 se pueden canstruir 
facilmente R-automarfismos de R[[x]] : Si P E: R[[x]1 y o(P) ~ 2 , 
el R-endamarfismo f de R[[x]J tal que ~(x) x + P , es un 
R-autamarfismo de R[[xJ1 . 
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"' 
i 
il 
j:, ' ii,
I'i 
:!:·.. ··II
l 
I 
1 
El tearema mencianada y su lema previa ilustran bien la forma de trabaja 
can e1 subaniHa R[J3] Y su tapalagfa ~-adica. 
5.28 	 Lema: 
aa 
Sean R un anilla conmutativo con unidad, = a. x i E R[[ x]]i3 	 ~ I i=O 
Y sea If el R-homomorfismo de R [x-J sobre R[f3J definido por 
n 
Entonces tp es inyectivo si y solo sitp ( ~ 
i=O 
~ - ao es regular en R[J3J 
Para 	la primera parte, supangamas que tp es inyectiva y que 
n n 
( ~ rk J3k ) (~ - aa) = O. Debemas prabar que 
k=O . 
~ ((:t rk xk ) (x aD)) ~ (:t rk l )~ ­
k=O k=O 
Pera x - a es regular en 
a 
n 
R [x J (Ver [ 4 J pag. 330) entances r x k = 0 Y esta implica~ k 
k=O 
n 
k que 	 = o . ~	 rk ~ 
k=O 
Supangamas ahara que p - a es regular en R[)3J Sea a 
n n 
f = r x 
k E R[x] y supangamas que tp(O k = o . ~ k rk ~ 

k=O k=O 
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" 
n n 
lfJ(f) = ~ rk [ ao + )B - ao) ] k = sk(~ ­ ao)k = 0 
k=O 
n 
sk = ~ rl~) 
j=k 
j-k
a 
o 
para cada k=O,1,2, ... ,n 
donde 
(Para poder escribir los enteros (~) en esta suma, consideramos a1 grupo 
abeliano R como Z'-m6dulo en la forma usual) • 
• 
Por inducci6n sobre k , probamos que sk = 0 para 
n 
Como k 0 sk\B -sk(!3 - ao) = s = 0 
n 
= ( )k-1 sk!3 - a o Como 
k=0,1,•.• ,n 
a )k 
0 
y s E R ,
o 
conc1uimos que s = 0 • 
o 
Supongamos que sk = 0 para k = 0,1,••• ,t-1 
Veamos que St 0 
n n 
sk(~ - a )k ~ - a )t ( )k-t0 = = sk ~ - ao0 0 
k=O k=t 
es regular (hipotesis), Cf3 - ao)t tambien es regular y asi 
n 
~ ( )k-t 0 De esta igualdad vemossk ~ - ao = que 
k=t 
n 
St = sk(;3 - a )k-t - ([3 - ao) ~ sk(~ ­ a )k-t-1 0 ~ 0 
k=t+1 k=t+1 
Nuevamente, como 0\5 ­ a 
o
) ~ 1 y St E R , concluimos que St O. 
Queda probado por inducci6n que sk = 0 para k = 0,1 , ... ,n . 
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j-nPero a r luego r = 0 • 
o n n 
Por induccion sobre k probamos que r o para k=O,1 , •.. ,n •
n-k 
Ya 10 tenemos para k = 0 • Supongamos que r n-k = 0 para k=O,1 , .•• , t-1. 
n j-(n-t) 
a = r t + r t 1(n - t + 1) a o n- n- + 0~ j=n-t 

(n - t + 2)(n - t +1) 2 

+ r a + = r por hipotesis de induccion.n-t+2 n-t
--------- 02 
Y ya sabfamos que Sn_t = O. Par 10 tanto r k = 0 para k=O,1 ,... ,n y 
n 
, k 
asi f = ~ r k x == 0 ,. 10 que implica la inyectividad de LjJ . :::: 
k=O 
5.29 Teorema: 
00 . 
Sean R un anillo conmutativo con unidad y J3 = a. xi E: R [[ x ] ] • 
1 
Existe un R-endomorfismo inyectivo + de R [[ xJJ tal que f(x) =j3 si 

y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes: 

i) )3 - a es regular en R[)3 ] 

o 
ii) Existe un subanillo T de R[[ xJJ tal que (T,~T» es una comple­
taci6n de (R[~J ,(~R[,!3])) • 
Supongamos que f es un R-endomorfismo inyectivo de R [[ x] J tal que 
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I'I:', 
!:i 
~ex) = )3. La funcion If = fIR[ x] cumple las hipotesis del lema ante­
rior y por tanto f3 - a es regular en R[~] . 
o 
Sea T = ~eR [[ x]]). Veremos que (T,<)3T)) es una completacion de 
(R[)3],'IR[J3]))' Como ? es un isomorfismo sobre T, 
y por tanto (T,'J3T)) es Hausdorff. El teorema 5.22 nos dice que 
.~ (T,93T)) satisface las condiciones i) ,iii) y iv) de la definicion de comple­
tacion. Probaremos que la topologfa inducida en R[)3 ] por la topologfa 
~T)-adica y la 	 topologia g3R[J31 )-adica , son equivalentes: 
93kT) nR[!3 ] 	 = tex kR [ [ x] ]) n ~(R[ x] ) 
= +(xkR[[x]] n R[x] ) 
= ~(lR[ x]) 
== pkR[p] . 
Esta igualdad es suficiente para concluir la equivalencia entre las dos topo­
10gias. Notese el uso que se hace de la inyecti vidad de f. 
Veamos ahora la otra implicacion. Si T es un subanillo de R [[ x J] tal 
que (T,~T)) es una completacion de (R[)3] ,~R[)3])) , entonces por teo­
rema 5.6 , existe un R-endomorfismo t de R [[ x]] tal que 9(x) = J3 . 
Probaremos que f es inyectivo • 
iSea f = r. x S R [[ x]] tal que t(f) = 0 . I 
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Sea k E IN ; mostraremos que r. = 0 si i=0,1, ..• ,k. Como (T,(RT))
a I ~ 
es una completaci6n de (R[;3] '>BR[)3J)) , la topologfa inducida en R[)3J 
par la topologfa 93T)-adica es equivalente a la topologfa )BRf)3J )-adica. 
Par 10 tanto, para k E IN , existe mEIN tal que
a 
n 
Como f(f) = 0 y = lim ~ rj f3i 
n . 01= 
(teorema 5.6 , el limite se toma en (T ,(~T))), existe N E IN , N > k,
m m 
n 
-" tal que rj )3i E <,BmT) para n> N • Como~ m 
i=O 

n 
 n 
c;:::- i k+1 [ J .r. {31 E:: R[!3] , entonces ~. J3 E Jj R)3 ,es declr,1 r i 

i=0 

s. donde s. E R para i=0,1,••• ,1 • 
I IJ3i 
Como )3 - a es regular en R~J y 4J = ?I R[ x J satisface las hip6­o 
tesis del lema anterior, entonces es inyectivo. PerolfJ 
n n 

i 
~ rj )3 = f ( r i xi ) f ( xk+1 s. 1 X i ) luego 
i:O 
n 
i k+1 i 
r. x = x s. X~ 1 1 
i=O i=O 
Y asi r. 0 para i=0,1, ••• ,k • (Recordamos que n> N > k ). Como 1 m 
k era arb itrario, se sigue que r. = 0 para cada ErN y asi f = o . 1 a 
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~------~----------------------................~~ 

it 
IIi 
! 
5.30 Notas: 
i) Observese 10 natural que es escoger T = 4CR [[ x ]] ) en la primera 
parte de la prueba: 
Par ser + inyectiva, R[ x] y R[)3] = fCR[ x] ) son isomorfos; par la 
misma razon, R[[ xJ] y fCR[[ xJJ) son isomorfos. Ademas, como 
(R [[ xJJ ,(x)) es completacion de (R[ x] ,(x)) , esperamos que sus respecti­
vas imagenes isomorfas par t, conserven entre elias la misma relacion. 
ii) La demostracion de este teorema es un buen ejemplo de como se debe 
trabajar en R~]; cuando se lIega a la igualdad 
no se puede conc1uir r. = 0 para i=0,1 ,... ,k , como se hubiera podido
I 
hacer si se sabe que )3 es una variable independiente. Tuvimos que llegar 
a una igualdad semejante en R[ x] para pbder sacar la conclusion; y para 
encontrar esta igualdad tuvimos que acudir a la hipotesis )3 - a es 
o 
regular en R[.B] 
5.31 A continuacion enunciamos un teorema analogo a 5.29 para R«n)). 
Sean y sea la funcion de en 
k 
definida asi: si f = ~ fj es la descomposicion homogenea de un 
j=O 
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, <, 
polinomio de R(n) , entonces f.(ct1,...,ei) dondeJ n 
f .• (Ver 5.24).
J 
La funci6n es el unico . (n) «n))R-homomorflsmo de R en R tal que 
[!I(x.) :: ct.. , i::1, ••• ,n.
Til 
5.32 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo can unidad y at1 , ...,ei
n 
E R«n)) • 
Existe un R-endomorfismo inyectivo ~ de tal que l(x.) = ti.r 1 1 
para cada j, si Y solo si se cumplen las siguientes condiciones: 
i) LfJ es inyectiva 
ii) Existe un subanillo T de R«n)) tal que (T,G.) es una completa­
cion de (R [ a:::' 1,••• ,0( n J 
denota el ideal de T generado par ~ 0:::. 1 ' •••'~n r . 
Supongamos que es un R-endomorfismo inyectivo de tal que 
4(X j ) :: cij para cada i. Como ?IR(n) :: 4J ' (ver 5.31) , entonces ya 
tenemos la condici6n j). 
Sea T -_ J(R«n))). V (T .....·h 1" d (R[ / / ] r eamos que ,UJ es una comp etaclon e u:. 1' .. 'OC n ' 
( ct:: 1,···,O::::n )R[ c{ 1 , ...,~ n ] ) ,donde d denota el ideal de T generado 
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r, 
Se cumple la siguiente cadena de igualdades: 
(0) = T (n ~m) 
mSIN 
Esto se debe, en primer lugar, a que ~ es inyectivo. 
, , 
,Y en segundo lugar a que ~(~) ci . 
Luego (T,d) es un anillo topo16gico Hausdorff y con base en e1 teorema 
5.26 , concluimos que (T,d) satisface las condiciones i), iii) Y iv) de 
la definicion de completaci6n. 
Pero la condicion ii) tambien S8 cumple, pues 
(anT) n R[c{1, ...,ci J :: [~(~) J m ~(R«n))) n ~(R(n)
n 
= ~(XmR«n») n ~(R(n» 

= ~(~mR«n» n R(n» = ~(*mR(n» ~(~)m ~(R(n» 

= ~(~)m R[ci1, ... ,ci J = eLm R[d1, ... ,a::::: J 
n n 
= (oG1""'~n)m R[cx:,1,···,oi Jn 
Por tanto (T,C) es una completaci6n de 
La prueba de 1a otra implicacion es analoga a 1a de 5.29 y la omitimos. m 
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De 5.26 Y 5.32 se deduce 1a siguiente caracterizaci6n para R-automorfismo s 
5.33 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con unidad y ~1 , •••,ci
n 
S R«n» . 
Existe un R-automorfismo de tal que l{x.) = c{. para cadar I I 
de en tal que !!l(x.) = ci'. para cada 
T I I 
, es inyectivo. 
Si t es un R-automorfismo de R«n») tal que l(x.) = ci. para cadar I 1 
i , el teorema 5.32 dice que «n»)(R ,(ci1,···,cxjn)) es una completaci6n de 
tivo. 
«n)) _ / Recfprocamente, supongamos que (R ,(ae 1 ,···,o:."n» es una completaci6n 
de (R [ 0{ 1 , ...,~ n ] , (ex::' 1 , ... ,CX:: n) R [ ex; 1, .. ·,0:::; n ]) y que el unico 
R-homomorfismo de en R«n» tal que ~i es inyec­
tivo. 
Par teorema 5.26 , existe un unico R-endomorfismo sobreyectivo + de 
c{,j' La funci6n f I R(n) tiene que ser igual a 
If .y par tanto es inyectiva. Aplicando nuevamente el teorema' 5.32 , 
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concluimos que f es inyectiva. 
5.34 Observaci6n: 
He aqui un punto culminante en este trabajo: una caracterizaci6n 
de los R-automorfismos de R«n)). Y esta basada en el concepto de 
completaci6n, uno de los mas importantes en e1 estudio de anillos topo16­
gicos. 
Para trabajar casos particulares, es diffcil usar el teorema 5.33 y se ha 
vuelto necesario buscar otras caracterizaciones para R-automorfismos de 
R«n)). Inclusive, varios resultados te6ricos se han obtenido solo a partir 
de otros enfoques del tema; uno de ellos es la respuesta a la pregunta de 
si los R-endomorfismos sobreyectivos de R«n)) son inyectivos. (Ver [5] 
page 33 y 41 ). 
Para estudiar otros aspectos sobre R-endomorfismos de se reco­
mienda consultar el articulo [5] de 1a bibliografia. 
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6. R-automol'fismos de R[[.x J] 
La caracterizaci6n de los R-automorfismos de R[[ x]] la hacemos de dos 
maneras distintas. 
En 	 primer lugar consideramos R-endomorfismos I.jJ de R [[ x]] tales que 
0000 
LjJ(x) b. x ,donde n (b )i = (0) • Apoyados en los resultados=~ i 1 	 oi=1i=O 
que se obtienen por este camino, determinamos en segundo lugar los 
R-automorfismos Y de R [[ x]] tales que 4l(x) =p sin condiciones 
preestablecidas sobre el terminG constante de 1" 
6.1 	 Utilizando las funciones ITk R [[ x]] ---~) R definidas en 5.8 , 
obtenemos el siguiente lema: 
6.1.1 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad, 9 E R[[ x]] y 
o(g) > k. Entonces: 
i) 	 Pam cada f E R[[ x ] ] f(k(gf) o 
ii) 	 Para cada f E R[[ x]], ITk(U + g)i) = 11kU i) . 
/ 
00 
ii 
c. 	XSean 	 9 = b. x con b. := 0 si O~i~k y f 1 ~ 	1 1 
i=O 
00 
gf h x n donde h := b. c. 
n 	 n 1~ 	 .~ J 
n=O 	 l+J=n 
b. 	 c. o y se tiene i) • 
1 	 J 
k 
, 
'~ 	 Por lema 5.9 parte a), 11k((f + g)i) es una suma de terminos y cada 
uno de e110s consiste en un producto de elementos del conjunto 
por tanto... 
;:: 
El teorema siguiente es intuitivamente muy claro; dice que si en una serie 
formal f de R[[ x]] se remplaza x por a + x y a la serie resul­
o 
tante se Ie remplaza x por la serie g, se obtiene la misma serie que 
si se cambia directamente en fax por a + 9 • 
o 
La prueba del teorema se encarga de recordar el trabajo te6rico que hay 
por debajo de todo R-endomorfismo sustituci6n en R [[ x ] ] • 
6.1.2 	 Teorema: 

Sean R un anillo conmutativo con identidad, a e R 

o 
00 
g. xi € R[[ xJJ con 9 € (a ) y supongamos que (R,(a )) es9 = ~ 1 o 0 	 o 
i=O 
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Hausdorff y completo. Sean ltJ, [ Y f los R-endomorfismos de 
R([ x]] definidos asi: 
4J(f) = f(a + g), [(f) = f(a + x) , f(n = f(g) para cada f E R[[ x]] . 
o o 

Entonces YJ = f0 [ • 

Sea . Para probar que 4J(f) = (~ 0 [)(f) 
debemos mostrar que 
R [[ x] ] 	
para cada kErN 
a 
Sea kErN fijo; para cada ErN, definimos 
a 	 a 
00 j
, Par teorema 5.10 , LjJ(f) = p. x , dande p. = lim 1l.U(i)(a + g))~ J 	 J J a j=O 

para cada ErN 

a 
00 
jTambiE!n t = [(f) = f(a + x) =~ t. x , dande 
a 	 ~ JJ=O 
r-j
a para cada E rN 
a 	 a 
00 

f(a + x) = 

o 

j=O 

2 
= fa + f1 a + f2 a + a a 

2

+ (f1 + 2 f2 a + 3 f a + ) x a 3 a 
----------------~, 
== 
+ ••• 
+ ••• 
Los coeficientes binomia1es se pueden escribir porque impifcitamente se 
cuenta can 1a estructura de ~-m6dulo de R. 
Par tanto 
donde s = lim 
r 
para cada 
Luego 1Yk(tp(f) - to [(f)) Pk - sk 
= lim 1Y (f(i)(a + g)) - li!'1 1Ik(t O)(g))k a I 
lim 1(k(f(i)(a
O 
+ g) - t(i)(g)) • 
r E:: IN 
a 
00 
t(g) =~ 
r=O 
Para mostrar que 41(0 - ~ 0 [(f) = 0 , probamos que este ultimo limite 
es cera. 
Sea (as) 
a 
una vecindad de cera; veremos que existe N E: IN tal que 
1Yk [f(n)(a 
o 
+ g) - tCn)Cg) ] para n~ N . 
Sea N = k + s y fijemos h~N Entonces 
00 s+i-1 
( r \ th ~ f (~) r-h Si ct.= ~ f r-i= ao i ) ao para cadar I r 
r=h r=i 
entre a y h, par definicion de t. 
I 
tenemos que 
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t. - rr:'::: 
I I 
co 
= 
r:::s+i 
::: 1Yk [fCh)(a 
o 
+ g) -
::: ITk [ih)Ca
o 
+ g) -
i=O 
r-i 
a 
o 
s+i-1 
~ 
r=i 
Por tanto 
~ C cr:' + Ct. - cI.»gi ] 
I I I 
i=O 
h . h 
~ c( gi - ~ Cti - ~) gi ] 
i=O i:::O 
h ] h ~ cr. gi + 11k [~ (C( - t.) gi ] I I I 
i=O i=O 
h ] h ~ i gi + ~ (cr:' - t.) 11'k(gi) • I 1 I i=O 
h 
Como <Ii' - tj E Ca~) para i:::O,1 , ••• ,h, ~ (~ t i) 1YkCg i ) ~ (a~). 
i=O 
Luego para mostrar que 11k [ f(h)(a
o 
+ g) - t(h)(g) ] E (a~) es suficiente 
probar que 
Sean p 
Como o(q) > k, o(qv) > k si 
i g. X 
I 
v > 0 Y entonces 1Yk(qv) O. 
Par lema anterior, 'ifk [fCh)(a
o 
+ g) ] = 11k [ f(h)« a 
o 
+ p) + q ~ 
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h h 
= 11k [~ fi [ (ao + p) + q ] i ] = ~ fi 11k [ [ (ao + p) + q ] i J 
i=O i=O 
h 
= ~ f. 1Yk [(aO + p)i ] = 11k [ f(h)(a O + p) ] Ademas,I 
i=O 
11'k( cr; gi) = T( k( cr;(p + q)i) = ~ T( k' [ (p + q)i ] = ~ 11k(pi) 
Par tanto, para mostrar que 
E IN ,aplicando tambien el lema anterior. 
o 
h 
~ 
i=O 
es suficiente mostrar que T( k [ih)(a
o 
+ p) -
h 
~ 
i=O 
(1 ) 
h h h (~ )Ahara, ih)(a + p) = ~ f.(a + p)i = ~(~ f. a~-i) pi0 I 0 J 
i=O i=O j=i 
h h s+i-1 
Y tambien ~ cr'pi ~ ( ~ f. ({) j-i ) pi por defini­= a I J 0 
i=O i=O j=1 
cion de ct.'. Por tanto 
I 
s+i-1 
a~i ~ 
j=i 
h 
= (~ 
h 
+ (~ 
j=1 
i 
+ 
h 	 h-1 
+ (~ f. ( j) aj-(h-s) _ f. ( j ) aj-(h-S») h-s ~ J h-s 0 ~ J h-s 0 P j:::h-s j=h-s 
+ (~. f. ( j ) aj-{h-s+1) _ fj (h}S+1) a~-(h-S+1») ph-S+1 ~ J h-s+1 0 
j=h-s+1 j=h-s+ 1 
j-(h-s+2)
a ­
o 
+ ... 
..... 

s+h-2
h ( . ~ 
0 
pf. aj-(h-1 ) 	 a~(h-1) ) h-1 
+( ~ J h~1 ) 	 ~ fj (~-1)j=h-1 	 j:::h-1 
h s+h-1 j-h j-h) h a 	 - f. a p+ (~ f. (~) 0 	 (~)J 	 ~ J o )j:::h 	 j=h 
h 
f.=( ~ J ( ~) a~ ) 
J:::s 
h 
 j

+ ( f. ( 1j) a0 -
1 1} pJ 
j:::s+1 
+ .•• 
h 
aj-(h-s) ) h-s 
+ 	 ( f. J ( hj-S) .0 P 

j=h 

+ 0 
- (
j:::h+ 1 
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s+h-2 a~-(h-1) ) Pf.( ~ J (h~1 ) h-1 j=h+1 

s+h-1 

h( f. (~) a~-h ) P~ J 
j=h+ 1 

h-s h h s+i-1 
j-i c:::::=­(~ f. ({) a ) pi - ( f. ({) a~i) pi 
\. . J a L J i=O j=S+1 i=h-s+2 j=h+ 1 

j-i
Para 0-< i -< h-s , f. a E (as) luego 
h ({) a aJ 
j-if. a ) pi] 8 (a~) (2)1Yk [~(i: J ({) a 
. 0 \. .1= J=S+1 
Tambien: 
h s+i-1 
1Yk [ ~ ( ~ 
, i=h-s+2 j=h+ 1 
, , 
h s+i-1 
- ~ ( ~ 
i=h-s+2 j:h+1 
'1Y ( i) __ -rY1 k(pO-k)+k)y h> k+s entonces k; luego par lema 5.9 , 1\ k P \I 
(a )i-kE para cada a 

Ademas, como j ~ h+1 Y h k+s, 

'\j .. \ .)-1 • Tl ( I)fj (Jj ao ) k P 
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Concluimos entonces que 
(3) 

:::De (2) y (3) se deduce (1) y con esto termina 1a prueba. ::: 
E1 resultado que buscamos es del mismo estilo del teorema 4.6 ; e1 lema 
siguiente es una primera extension de ese teorema y aparte de servir para 
probar otros resultados, tambien nos permite conc1uir que e1 R-endomorfismo 
sustitucion LjJ de R [[ x]] supuesto a1 principio del capitulo 3 , es en 
efecto, un automorfismo de R [[ x] ] . 
6.1.3 	 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad, a E: R y suponga­
o 
mos que (R,(a ))
o 
es un espacio Hausdorff comp1eto. Si [ . es el 
R-endomorfismo de R[[ x]] tal que [(x) = a 
o 
+ x , entonces [ es 
biyectivo. 
Para probar esta biyectividad, mostramos que JL' el R-endomorfismo de 
R [[ x J] tal que }lex) -a + x , es funci6n inversa para [. Es decir,
o 
que si es la identidad en R[[ x] ] , entonces }to [ = [o}t = I • 
Si 9 	 = -a + x , entonces, en la notacion del teorema 6.1.2 tenemos que
o 
LjJ = I y ~ I =)t. Luego I =}l0 [ • 
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que 	 * -* ,l.*Para mostrar 1 C 0 jt, observamos que si 4J L y r son los 
R-endomorfismos de R[[x]J definidos por Lf1 * (f) ::: f(-ao + g) , 
* 	 ' 
-* L (f) = f(-a + x) y t (f) = f(g) = 7(g) ,donde ITo(g) E (a ) , entonces 
o 	 a 
-* Si 9 	 = a + x , entonces * ::: 1 , f* [ Y L =jt. Par tantolP0 
1 ::: [oft . 	 ::: 
El teorema 6.1.2 y el le!'1a 6.1.3 nos permiten encontrar un resultado que 
es extension para series formales de su analogo para polinomios. (Ver 
lema 1.2) • 
6.1.4 	 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad, 
b. x i R [[ x J] y supongamos que (R,(b )) es Hausdorff 
I 	 o 
completo. 	 denotan los R-endomorfismos de R [Cx] ] 
tales que 	 ff)-b 0 (x) ::: p - b0 ' entonces: 
i) 	 es sobreyectivo si y solo si es sobreyectivo.~~ T)3-bo 
ii) es inyectivo si y solo si es inyectivo •~-bo
~ 
Sea En la notaci6n del teorema 6.1.2 tenemos que 
rh (f) ::: feb + g) ljJ(f) y 9( f) ; por tantoT2> ' o 
Par lema 6.1.3 ,[ tiene inversa [-1 y entonces claramente, se cumplen 
i) y ii) 
El teorema siguiente nos muestra que para ciertos R-endomorfismos de 
R [[ x ] ] , ser sobreyectivos es condici6n suficiente para ser biyectivos. 
6.1.5 	 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo can identidad y 
b. x i R [[ x] J • Supongamos que (R,(b» es un anillo 
1 a 
topologico Hausdorff y que 41 es un R-endomorfismo de R [[ x ] ] tal 
que 41(x) J3. Entonces: 
j) lfJ 	 es sobreyectivo si y solo si b1 es una unidad de R. 
ii) Si 	 b es una unidad de R, entonces LtJ es inyectivo.1 
Par teorema 5.20, R es campieta en la topologfa (b )-adica y es 
a 
el unico R-endomorfismo ~~ de R [[ x] ] tal que ~(x) 	 ? 
El teorema 4.3 y el teorema 6.1.4 nos permiten concluir j); el lema 
4.4 y 	nuevamente el teorema 6.1.4, nos dicen que ii) es cierto. ,!! 
6.1.6 	 Nota: 
Son varias las estructuras algebraicas en donde la sobreyectividad 
de algunos endomorfismos es condici6n suficiente para su inyectividad.
I 
l 
I 
I Ejemplos cereanos a eate trabajo se presentan en los anillos de polinomios 
tJNIVERSIDAD NACIONA~ 
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en una 0 varias variables. Un estudio sistematico de estos y otros ejem­
plos, se puede ver en [13 J pag. 4 y siguientes. 
El teorema siQuiente es un punto culminante en este trabajo y ya sabemos 
que su sencillez es solo aparente. Es una consecuencia inmediata del 
teorema 6.1.5. 
6.1.7 Teorema: 

Sean R un anillo conmutativo con identidad y 

00 
R[[ xJ] supongamos que n y que~ = 
n=1i=O 
es un R-endomorfismo de R [[ x] ] tal que LjJ(x) =)3. Entonces: 4J es 
un automorfismo si y solo si b es una unidad de R.1 
6.1.8 Nota: 
Esta es la ultima extensi6n del teorema 4.6. A semejanza de 1."8. 
y 4.6 , el coeficiente de x debe ser una unidad de R; pero ahora se 
necesitan condiciones sobre el termino independiente y no S8 necesitan 
sobre los demas coeficientes. 
6.2 Los dos enfoques para el estudio de los R-endomorfismos de R[ [ x]] 
i 
se mezclan ahora. a. x los resultados siguientesSea ~ = 1 
muestran que el uso de la topologfa (a )-adica es necesario para conseguir
o 
conclusiones fundamentales relativas a un R-endomorfismo f de R[[ x JJ 
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tal que tex) = )3 , cuando se estudia utilizando topologias ~)-adicas. 
Los resultados finales tienen la ventaja de no exigir condiciones especiales 
para el termino constante de )J. 
Recordamos que el radical de Jacobson J de un anillo R es la inter­
! 
secci6n de todos los ideales maximales de R. Se puede caracterizar 
como sigue: x E: J si Y solo si 1 - xy es una unidad de R para todo 
y e: R . (Ver [1] pag. 6) . 
6.2.1 	 Lema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y 1fJ un R-endo­
00 
morfismo de R [[ x ] J tal que tp(x) = b. x i .Entonces b estii 
1 	 o 
i=O 
en el radical de Jacobson de R. 
Como las unidades en R [[ x ] ] son las series formales con una unidad de 
R como termino constante, (ver 4.1 ), entonces para todo r E: R , 
1 + rx es una unidad de R[[ x]]. Como 4l es un R-endomorfismo 
es unade R [[ x]] Lp(1 + rx) = 1 + rLp(x) = 1 + rb + r 
o 
i=1 
unidad de R[[ xJJ para todo r E: R ; por tanto 1 + rb es una unidad 
0 
de R para todo r E; R y esto dice que b esta en el radical de 
0 
Jacobson de R. (Ver [ 1 ] pag. 6). 	 ::: 
En el lema siguiente se generaliza uno de los resultados de 6.1.5 , pues 
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en su hipotesis no se exigen condiciones para el terminG constante de p. 
EI poderoso metoda algebraico de pasar a un anillo cociente, muestra aqui 
nuevamente su efectividad; recordamos que con este mismo metoda se 
puede probar uno de los resultados centrales de la primera parte de este 
trabajo, el teorema 1. 7. (Ver [4l pag. 329) 
Finalmente anotamos que· es a traves de este lema que las caracteriza­
ciones para R-automorfismos de R [[ x JJ que veremos despues, dependen 
del teorema 6.1.5 • 
6.2.2 Lema: 
Sean R un aniUo conmutativo con identidad, 
00 
~ 
i=O 
i 
a. x 
I 
morfismo sobreyectivo 
es una unidad de R. 
R[[xJ] y G.= n 
nEIN 
de R[[ xJJ tal que 
Si existe un R-endo­
entonces 
,/,*
,Podemos definir una funcion r de (RId.. [[ x]] en si mismo, de la 
siguiente manera: 
00 
Sea f' = con base en f' construimos 
i=O 
00 00 
f f. i E: R[[x]J . Para f existe ~ i E: R[[ x]]= x 9 = g. X I I 
i=O 
tal que t( f) g. 
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i 
I 
I 
I 
I. 
I 
1 *Definimos t (fl) = Veamos que esta bien definida. I 
00 00! i iSean f' f. x ::: h. X = h' y supongamos que~ I ~ 1 
i=O i=O 
00 00 00 f(~ f. xi) = ~ g. x i y ( h. x i ) ~ t. X i 1 I ~ 1 1kO i=O 
Debemos probar que g. = t. para cada ErN es decir, que
1 1 o ' 
g. - t. E ci= n (an).I I nE:1N 0 
Sea n E: IN ; como f. = h. para cada f. h. Ed. y en particu­
1 1 1 I 
nlar f. - h. E: (a ) para cada i . 
I 1 0 
Sea f. h.::: r. an para cada Entonces 
1 110 
iPero tambit§n (g. - t.) x 
I I 
Luego g. - t. para cada E IN Como n es arbitrario,
I 1 o 
concluimos que g. - t. E cL. 
I 1 
En segundo lugar, mostramos que es un (R/ d2-endomorfismo de 
fCr) = fr) r para todo r E: R . 
105 
i 
! 
I 

I 00 00 
i i i 

i Ahara: sean f' = X f I = X 1ue90f1i f2i1 ~ 2 ~ 
j i=O i=O 
00 00
i
I x 
i 
x 
i 

f1 f1i f2 = f2i TCf1) 

00 00 

i i 

T(f2) = = 92i x Par tanto ~*(fp = x
92 ~ ~ 91i 
i=O i=O 
00 
i
7*(f2) = 92i x 

00 00 00 

i i 

+ f' ) x x +
f*U1 2 ~ C91i + 92i) = ~ ~ 92i9 1i 

i=0 i=O i=O 

00 

i
Sea h h. X
f 1 f2 = = ~ I 

i=O 
00 
i
fCh) = r(f1 f2) == r(1) f(f2) - p. x
91 92 ~ 1 

i=O 

donde p.
I ~ 91j 92k . 
j+k=i 
00 00 ( i i
t*u;) f*UZ) = I \ L 91i x )( ~ )92i x 
i=O 

I 
00 
i 

= p. x = ?*U;fz) •
~ I 

i=O 
i l esN6tese que f * (x) = a x ,que si r sobreyectivoi 
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Y 
i 

x 

entonces 
1 
es sobreyectivo y que n Es decir, el (RId-endo­
n81N 
morfismo de (RId [[ x]] satisface las hip6tesis del teorema 6.1.5 y pode-
R ­mos concluir que es una unidad de Luego existe u unaI~ . 
unidad de RId..' tal que u a1 ;: 1" 0 equivalentemente, u a - 1 ct..1 
Por tanto u a - 1 ::: r a ,donde r E R. Pero el lema 6.2.1 dice que1 o 
a esta en el radical de Jacobson de R y por tanto u a1 ;: 1 + r a o o 
'.. es una unidad de R. (Ver [ 1 ] pag. 6). Esto dice que a es unidad1 

de R y asi termina la prueba. 

6.2.3 Lema: 
00 
iSean R un anillo conmutativo con identidad y J3 = 2:= a. x 
1 
i=O 
E: R [[ x ] ] ., donde a es una unidad de R. Existe un R-endomorfismo1 
(R-automorfismo) + de R[[ x JJ tal que f(x);: i' si y solo si existe un 
R-endomorfismo (R-automorfismo) r de R [[ xJJ tal que rex) = a - x. o 
Supongamos que existe un R-endomorfismo ? de R [[ x J] tal que 
t(x) :;; i" Como a es unidad de R, existe un R-automorfismo [1 
00 
de R [[ x J] tal que [(x) = (-a.) x i ::: a - J3> . (Ver teorema 4.6).
1 o 
Luego L--\a - J3) ;: x ; ademas, f ::: --1 t es un R-endomorfismo deL 00 
R[[xJ] tal que lex) = L--1(a + ~- a )) = a _ [-1(a -/3) = a - x • 0 0 0 0 0 
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Si 	 es un automorfismo, claramente ! es un automorfismo. 
Reciprocamente, supongamos que existe un R-endomorfismo r de R[[x]] 
tal que lex) = a - x • La funci6n f = [ O! ' donde [ es el auto-o 
morfismo definido antes, es un R-endomorfismo de R [[ x J J tal que 
t<x) = J3 . Ademas, si ! es un automorfismo, tambien 10 es. ::: 
6.2.4 	 Lema: 
Sea R un anillo conmutaivo con identidad; supongamos que existen 
R-endomorfismos 71 y fz de R [[ x]] tales que 
[ f1 0 72 ]ex) = [t2 0 ~1 J (x) = x. Entonces ~1 y 72 son automor­
fismos y son inversos uno del otro. 
Es suficiente probar la ultima afirmaci6n. 
00 
Sea f 	= f. xi 8 R [[ x]]
1 
00 
f1 ' TP) = 11 (+2 ( ~ Ii xi ) ) 
00 	 00 
f. x f . 

i=O. i=O 

Analogamente se ve que fzo 11 = 
= f jef1 0 fix»i = 1 i = 
6.2.5 	 Observacion: 
N6tese que en 1a prueba anterior es esencial la continuidad estudia­
da en la proposicion 5.4 . 
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, 

1 
'j 
I 
I 
6.2.6ij 
j, 
if 
:1 
Corolario: 

Sea R un anillo conmutativo con identidad y supongamos que 

;z 	 fexiste un R-endomorfismo de R[ [ x] ] tal que x • 
Entonces es un automorfismo.f 
Como a -(a -x) x , el lema 6.2.4 permite obtener la conclu­f 0 rex) a a 
sian buscada. Observese ademas que ! es su propio inverso. 
-, 	 Los tres teoremas siguientes establecen propiedades que caracterizan a los 
R-automorfismos ? de R[[ x]] cuando no se exigen condiciones para el 
termino constante de t(x). 
6.2.7 	 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y 
i 
a. x R[[x]] • Entonces existe un R-automorfismd . f de[3= I 
R [ [ x] ] tal que f(x) =)3 si y solo si se cumplen las siguientes condicio­
nes: 
i) (R [[ x]] ,~)) es un espacio Hausdorff completo. 
I ii) a es una unidad de R. 
I 	 1 
I Ademas, cuando existe un automorfismo ~ con estas caracteristicas, es 
unico e igual a ~ 
Supongamos que f es un R-automorfismo de R[[ x]] tal que 
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La condici6n i) se deduce del teorema 5.29 y la condici6n ii) a partir 
del lema 6.2.2 . 
Redprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones i) y ii). 
Por teorema 5.6 , existe un R-endomorfismo f de R [[ x]] tal que 
t(x) =)3 ; por lema 6.2.3 existe un R-endomorfismo f de R[[ x]] tal 
que ,ex) = a - x , que es un automorfismo segun corolario 6.2.6 • 
o 
" 	 Finalmente, utilizando otra vez el lema 6.2.3 , vemos que f es un auto­
morfismo. 
La 	unicidad del automorfismo esta explicada en la observaci6n 5.5 • 
6.2.8 Nota: 
Si la condici6n i) se remplaza por la condici6n siguiente: 
i') Existe un R-endomorfismo f de R[[ x]] tal que rex) = ~ • 
Entonces a partir de il) y ii) se puede probar que + es un automor­
fismo; basta con repetir la ultima parte de la prueba del teorema anterior. 
El teorema siguiente agrupa importantes resultados sobre R-endomorfismos 
sobreyectivos 0 inyectivos de R [[ x] J • Depende directamente del lema 
6.2.2 Y por tanto del teorema 6.1.5 . 
Resaltamos en el, que no se piden condiciones sobre el terminG constante 
de la serie formal ~. 
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6.2.9 	 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y 
00 
~ if> = ai e R [ [ x J J • Sup~mgamos que ~ es un R-endomorfismo~ 	x 
de R [[ xJJ tal que t(x) =!3' Entonces: 
i) 
+ 	es sobreyectivo si y solo si a es una unidad de R.1 
ii) Si es sobreyectivo entonces es inyectivo.T 	 t 
iii) t 	es un automorfismo si y solo si a es una unidad de R.1 
La prueba de i) es usar el lema 6.2.2 para una implicacion y la nota 
6.2.8 	 para la otra. 
Probar 	 ii) es repetir nuevamente el argllmento de la nota 6.2.8. 
Finalmente, usando i) y ii) se deduce iii). 
6.2.10 	 Observaciones: 
Miremos de nuevo las introducciones de los capitulos 3 y 5. 
1a introduccion del capitulo 3 , notabamos la aparicion de las sumas 
iinfinitas ~ c b donde c E: R Y b es el terminG constante dej 	 i 
i=O 
1a imagen de x por un endomorfismo supuesto. Este hecho muestra in­
tuitivamente la necesidad de tener a (R,(b)) Hausdorff y completo. 
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f. £ R 
I 
1 j 
! 
,.j 
I 
Similarmente, en la introducci6n del caprtulo 5 , las sumas infinitas que 
1 
I", 
aparecian eran de la forma1 
1 
I esto, intuitivamente, nos obligaba a pensar en que (R[ [ x ] ] '93)) debra 
ser Hausdorff y camp Ie to•. 
El teorema 6.1.7 nos dice que si (R,(b)) es Hausdorff y suponemos la 
oI 
existencia de un R-endomorfismo' tp de R[[ xJJ tal que 
bi x 
i 
, entonces: Lfl es un R-automorfismo deI tp(x) =l' = 
1 
R[[ x JJ si y solo si b es una unidad de R. l..Que paso con la comple­
tez de (R,(b))? El teorema 5.20 responde esta pregunta: la existenciaI 1 o1 
1 
1 del R-endomorfismo 4J garantiza que (R,(b» sea completo.
I o 
'I 
Por otro lado, el teorema 6.2.9 dice que dado un R-endomorfismo tp 
00 
ide R[[ x]] tal que !f(x) = f3 = ~ b. I x , entonces: 4J es un i=O 
R-automorfismo de R[[x]] si y solo si b es una unidad de R . l..Que1 
paso con las condie iones topo16gicas esperadas? Nuevamente la existencia 
1;1

: I del R-endomorfismo tp las garantiza. (Ver teorema 6.2.7 y nota 6.2.8).

, 
Como ultimo teorema en esta parte del trabajo, presentamos una caracte­
rizaeion para R-automorfismos de R [[ x J J semejante a la del teorema 
5.33 para R-automorfismos de R [[ x , ..• ,x ]] .1 n 
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6.2.11 Teorema: 
Sean R un anillo conmutativo con identidad y ,B e R [[ x ]] • 
Entonces existe un R-automorfismo p de R [[ x] ] tal que rex) = ? ' 
si y solo si' (R [[ x]] ,>.8)) es una completacion de (R [j.)],~R [J3] )). 
Ademas, cuando (R [[ x]] ,~)) es una completacion de (R[)3],SBR[j3])), 
t es unico y es igual a ~ • 
Supangamas que ~ es 'un R-autamarfisma de R[[ x] ] tal que rex) = ~. 
nn (J.(x))n = J. ( nQ~1 (x ) ) = l(a) = (a) • 
n8tN T r ell'l j 
Cancluim~s entances ..que (R [[ x]] ,<)=))) es un espacia Hausdorff. El 

teorema 5.22 y la prueba de 5.29 indican que (R[ [ x]] ,93» . es una com­

pletacion de (RW3] ,~R[;?])) • 

Ahara: supangamos que (R[[ x]] '>B)) es una campletacion de 

(R~] '>BR[)3]))' Par tearema 5.22 , existe un R-endamarfisma sobreyec­

tiva ~ de R[[ x]] tal que ~(x) =~ y par tearema 6.2.9, f es un 

autamarfismo. 

Cuanda (R[[ x] ] ,~)) es una campletacion de (R[)3] '93R~])) , la unici­
dad de t la garantiza e1 teorema 5.22 . :i; 
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7. Otros homomorfismos de anillos de series formalesj 
I 
,I 
Estudiaremos ahora homomorfismos de anillos de series formales que 
J j pueden no ser endomorfismos. 

I 

! Sean R y 5 anillos conmutativos con unidad, x una variable que es 
independiente sobre cada uno de ellos y +: R[ x] -------;» S [ x] un homo­
1 
! morfismo tal que ~ IRes un isomorfismo de R sobre S. En 2.1 se 
. I 
I prueba que existe un S-endomorfismo +' de S [x] que es inyectivo 
o sobreyectivo al mismo tiempo que + En este capitulo obtenemos un 
resultado nuevo para series formales en una variable que es Ia generaliza­
cion del presentado en 2.1. Para conseguirlo, sera indispensable la si­
guiente extension de la proposicion 5.4 : 
7.1 Proposicion: 
Sean R y S anillos conmutativos con unidad, J3 8 S [[ x]J y 
supongamos que existe un homomorfismo + de 
R[[ x] ] en S[[x]] tal 
que rex) =)3 . Sj T es algun subanillo de S[[ x]] que contiene al 
rango de t ' entonces es una aplicacion continua de (R[[ x]],(x» ent 
00 
(T'>BT» . Ademas, si es Hausdorff, f = f. xi 8 R[[xJJ~ 1 
i=O 
n 
f. x i para cada n 8 IN entonces ~(f) es elY si 
1 o 
limite en (T,~T)) de 1a sucesion 
La prueba es semejante a la de 5.4 y la omitimos. 
7.2 Nota: 
n 
Como ? es un homomorfismo de anillos, ~Jn\x)) ::: f( f. 1 xi ) 
n 
= ~ tui) ~(x)i • 
i=O 
A f( f) ::: lim 
n 
f( in)(x)) la notamos 00 
i=O 
~u i) t(x)i 6 
00 
t(f i) y:}. 
7.3 Sean R y 5 anillos conmutativos con unidad, x una variable 
independiente sobre R y sobre 5 y [: R --~) 5 un isomorfis­
mo. Definimos una funci6n 4J: R[[ x]] ----i» 5 [[ x]] de la siguiente 
forma: 
00 
iSea f ::: f. X E R[[ x]] es facil ver que la sucesi6n~ 1 
i=O 
n 
[u.) es una sucesi6n Cauchy del espacio Hausdorff 
1 ) ~ nEIN~ 0 
completo (5 [[ x] J ,(x)) y por tanto es convergente. Entonces definimos 
n 
lfJ(f) = lim ( ~ [(fi) xi ) ; el lfmite se toma en (5 [[x JJ ,(x)) • Ademas, 
n i=:O 
00 
segun nota 7.2, 4J( f) = 
La proposici6n siguiente destaca a la funci6n que acabamos de definir. 
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7.4 Proposici6n: 
Existe un unico homomorfismo ltJ de R [[ x] ] en 5 [[ x J ] tal que: 
i) l¥(r)::: [(r) para todo. r E R Y 
ii) 4J(x)::: x • 
C1aramente 1a funci6n 4J definida en 7.3 satisface i) y in. 
Veamas que lfJ es un hamamorfismo. 
00 00 
Sean f1 z= f 1 i i f2 z= f2i i E R[[x]]::: x , x 
i:::O i=O 
n n 
in) z= [(f1j) i in) ~ [(f2j) i lim in)::: X = X1 2 n 1 i=O 
lim f~n) = lfJ( f 2) . 
n 
n n n 
(f1 
f )(n) [(f1i + f 2i) 
i ~ [(f1i) i + x = x +2 
i=O i=O i=O 
= 
in)
1 + 
in) 
2 
Ahara: sea f 1 f 2 
ljJ( f 1) , 
[(f2i) i x 
1 
1 
I 
I 
f 2)(n) = 
n 
(f1 ~ [(h.) x i 1 
i=O 
Pero [Ch.) = [ (1 
j+k=i 
2n 
In) in) ~ t. i = x1 2 1 
i=O 
f;n) f~) = (f1 f )(n) 2 + 
Sea m E IN ; si n m, 
f1j f2k ) 
j+k=i 
[(f1 j) [(f2k) Y 
donde t. ~ [(f1j) [(f2j) • 1 j+k=i 
2n 
t. i x 
1 
i=n+1 
2n 
i n+1t. x = X ~ t i-(n+1) . x 1 1 
i=n+ 1 
Veamos la unicidad de LjJ: 
Sea if un homomorfismo de R [[ x] ] en S [[ x]] tal que: 
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Luego 
i) 	 a(r) ::: [(r) para todo r E: R Y 

ii) a{x) ::: x 

. , 
00 
if. x (n E: IN ) • Sean f ::: ~ f. 1 X i E R[[ x]] y 1 o 
i=O 
n n 
a(f ) a(x)i = ~ C(fi) xi ::: tp(f(n)(x».
i
i=O 
Ademas, segun 7.1, <if) = lim atf(n)(x» 
n 
--. 
:::Luego crt f) = 4J( f) y queda probada la unicidad de tp ::: 
Como [ es un isomorfismo de R sobre S, el homomorfismo ~ 
tambien es un isomorfismo: 
7.5 	 Teorema: 
Existe un unico isomorfismo lfJ de R [[ x]] sobre S [[ xJ J tal que: 
i) lP(r) = [(r) para todo r E: R Y 

ii) tp(x) = x • 

Utilizando e1 mismo metodo de 7.3 , definimos un homomorfismo f de 
00 	 00 
S[[x]] en R[[ xlJ tal que ! ( i~ 
Veamos que f es la funci6n inversa de 4J 
! 
I 
1 00 
Sea 9 = g. xi E: S[[xJJ.
I 
i 1 i 
I 
I 
I 
! 	 118 
9 . 
Tambien, si f e R[[ x]], r04-!)(f) = f 
EI siguiente teorema es ana logo al teorema 2.1.1 ; dice que algunos homo­
morfismos de R [[ x]] en 5 [[ x]] se pueden estudiar a partir de S-endo­
morfismos de 5 [[ x]] . Veremos que este teorema y los resultados del 
capitulo 6 nos permiten encontrar importantes caracterizaciones para algu­
"'-. nos homomorfismos de R [[ x]] en 5 [[ x ] ] . 
Sean R y 5 anillos conmutativos con unidad, ~: R[[ x J] ~ S[[ x]] 
un homomorfismo de anillos tal que pi R es un isomorfismo de R sobre 
5 y [: R ~ 5 el isomorfismo definido asi: [(r) fer) para cada 
r E: R • 
Sabemos que existe un unico isomorfismo de R[[ x]] en S[[x]] talLP 
00 00 00 jque 4J ( fi xi ) = [(t.) x i = f(tj) X 1 ~ 
i=O 1=0 i=O 
Con base en este isomorfismo enunciamos el teorema: 
7.6 Teorema: 
Existe un unico S-endomorfismo f' de 5 [[ x]] tal que el diagra­
ma 
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R[[x]] 
__-'------?) 5 [[ x ] ] 
S[[x]] 
es conmutativo. Ademas, ~ 
es sobreyectivo (inyectivo). 
es sobreyectivo (inyectivo) si y solo si ~, 
I 
i 
! 
La prueba es semejante a la de 2.1.1 y la omitimos. 
Terminamos este capitulo con las caracterizaciones anunciadas para algunos 
homomorfismos de R[[ x]] en 5[[ x]] 
7.7 
J3 = 
Teorema: 
Sean R y 
00 
~ b j xi 
i=0 
5 dos anillos conmutativos con identidad y 
E 5 [[ x]] • Entonces existe un isomorfismo t de 
R[[ x]] en 5[[ x]] 
condiciones siguientes: 
tal que ~(x):::)3 si y solo si se cumplen las dos 
j) (5[[ x]] ,93)) es un espacio Hausdorff completo. 
ii) b1 es una unidad de S. 
Ademas, cuando existe un isomorfismo f can estas 
(jnico. 
caracterfsticas, es 
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La 	prueba consiste en aplicar los teoremas 6.2.7 , 7.5 Y 7.'6 
7.8 	 Teorema: 
Sean R y 5 dos anillos conmutativos con identidad, 
00 
~ b. 1 xi E S[[x]] y R[[x]] --7'S[[x]] un homomorfismo 
i=O 
de anillos tal que ~(x) = f3 y ~ IRes un isomorfismo de R sobre S. 
Entonces: 
i) es sobreyectivo si y solo si b es una unidad de 5 .~ 	 1 
ii) Si 1 es sobreyectivo entonces 1 es inyectivo. 

iii) 1 es un isomorfismo de R [[ x]J sobre 5 [[x]] si y solo si b es
1 
una 	unidad de 5 • 
Considerando e1 S-endomorfismo +' de 5 [[ x]] definido en un·teorema 
anterior, vemos que las tres afirmaciones de este teorema son consecuen­
cias inmediatas de 6.2.9 y 7.6. 
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